समीकरण-मीम/ता 


दूसरा साग 


नजज+४ ०5.४० २ाशाणज।++5 


लेखक 
स्वगवासी पं० सुधाकर टििलेटी 
हवि! 
>-+---कप>-मव्श दा २०-ब>+- 
सम्पादक 


पद्माऊर दिवेदी 


मई ढ 
ला हा है] 


प्रकाशक 
विज्ञान परिषत्‌, प्रयाग । 


क्‍ क्षी जानकीवछभो विजयते ह ही 
य /+ ४१ मां + 
समाकरण-मीमांसा 
दूसरा शाग 
जयति जगति राम; सवंदा सत्यकाम: 
सकलवपुषि जीव; शोभते योउ्प्यजीवः । 


तमिह हृदि निधाय स्वच्छयुक्ति विधाय 
. बदति विविधभेदान्‌ वीजजातानखेदान ।। 


१६---लुप्तीकरण 


२०४--+ शुव शक्तिक समीकरणों की परम्परा दी हुई 

है। जिनमें न अव्यक्त हों अथवा न अशभ्ुवशक्तिक समीकरणों 
की परम्परा दी होा। जहां न+-९ अच्यक्त हा ते उनके परस्पर 

मिलाने से जे एक समीकरण प्र-० ऐसा उत्पन्न हा जो समी- 

करणो के पदों के गुणकों के अकरणीगत और अभिन्नफल के. 

रूप में हे ता श्र को समीकरणों का पत्युत्पन्न कहते हैं। जैसे” 

यदि 

अयरे + रकय + ख--० , 

अयर + र२कय+ ख -- ० 
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दिए हुए ऐसे दे। समीकरण हा जहां देनों में य एक ही 
है ते देनों पर से य के मान ले आने से और उनके। परस्पर 
समान करने से क्‍ 
क ५८कॉ-अख_ का किजओओअंखबा 
श्र आ.. आओ क “झा 
अञ' से गुग कर समशेाधन से 
अक -अकनलन्ञज,/ कर  अरसख -अ/क्रे - प्त्धा 
वर्ग करने स 
अर्कार._+ अचप्करेअशग्रकक' 
सअप्कर - अरेश्रख + अगेऊ स्कूख 
| “>+चप्ेश्रअ ५“ करे _ अंख 4/ करे - अख 
समंशाधन ओर अअ' के अपवर्चन से 
अख  -- अख -.. +कक 
 ++--२१९/ करे >अंख १.“ करे _- ऋख 
वर्ग कर एक ओर ले जाने से 
४(क* - अख)(क' रे -- अ ख) -- (अख + अख - रकक ) २-०८ पर 
यह दिए हुए दे।नों समीकरणों का प्रत्युत्पन्न हुआ। यहां 
ते। समीकरणों से अ्रव्यक्तमान जान कर तबध्र का मान 


निकाला गया है। अब ऐसी साधारण क्रिया दिखलाते है 
जिससे बिना अव्यक्तमान निकाले प्रत्युत्पन्न का मान आवे। 


२०५--तद्र॒पफलों से लुप्तीकरण--कल्पना करो कि 
एक म घात और दूसरा न घात का समीकरण 
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फट (ब)>प७५ यरें--प ये ' +पश्यनी रै+प, यम ९ + 7 7 *** 
+ प्न 5० 
फा (य)च्ब, यो +ब (यन  + ब ये * + 7४ + बन 
यद्द दिया हुआ है। इनमें वह स्थिति जाननी है जब कि 
अव्यक्त का एक मान देनों में एक दी है। इसके लिये मान 
ले कि फू(य)-० | इसमें य के मान क्रम से अ,, अ२,.भ३ 777” 
अप हैं ते। इनका उत्थापन दुसरे में देने से निश्चय है कि 
फाएब,), फा (भर) प्वी (अ,), 77 7 फा (चर) 
इनमें कोई न काई मान अवश्य शून्य के तुल्य दवागा अर्थात्‌ 
फा (आ शृ ) ६ फ्ा (अर है फ्शा (३) 20% फ्(नभ,,) 
यह अवश्य शुत्य के तुल्य होगा क्योंकि अ,, भ्र३, शत्यादि 
में से कोई न काई एक संख्या ऐसी होगी जिसके उत्थापन से 
फा(य)-० यह स्थिति सत्य होगी अन्यथा देनों समीकरण 
में पक मान का होना कैसे संमव है। अब फा(अ,), फा(अर), 
फा(बर) 7 फरा(अ,) इसका रूप अकरणीगत अभिन्न जो 
कि सर्वथा संभव है, क्योंकि यह फृ(य)८-० इसके मानों का एक 
तब॒पफल है, बनाने से प्रत्युत्पन्न का मान जान सकते हैं। . 
... यदि फा(ब)5० इसमें अव्यक्त मान क |, कर ; क३' “ ““कनर 
होते 
फा(य)ल्‍ब,(य- क ,) (य-क२)'' (य- कन्न)7० 
इनमें य के स्थान में अ,, अ२ “अप के उत्थापन से 
फा (अ्र,)चब, (अ,-क,) (अ,“क३) 7 (अ, - कत ) 
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फा(ज२)चब७, (अ२-क ,) (श्वू-क२) “**' (अ२-कन) 


फा(अप्)चब, (अ, ->क,) (अप्न-क३२) “**'(अशस्‍ - कत ) 

प्रत्येक गुण खण्ड का चिन्ह बदल कर परस्पर गुण देने 
स ओर गुणनफल मे (क,-अ,) (क, -अ२)'*““(क, - अज्) 
इत्यादि के स्थानों में 


4 फृ(थ)>०८प,(य- अर ,)(य- ४२) “**(य- अ) 
फ्ू(क३)-प.(क , - अ,) (क/- अर, ) कर“ अप) ) 
फ्‌(क, ) 


इत्यादि का उत्थापन देने से 


पर फा(ज,)फॉ(अ, ) *  फो(झ,) 

+(-१) बा फृ(क ,)फृ(क २) " '““फ(कन) 

इसलिये कद्द सकते हैं कि 

प् ७-१) बढ़ फ(क,) फकर२)7* :  फ(कर) 

हम पे फा (»,) फा (अ, 8888 #०क 3३०७ +०० ''फा(अप्न) 

१०१ ७०%क ०» ७०० ७०७७ (१) 

क्योंकि प्र के दोनों मान अकरणीगंत अभिन्न समीकरणों 
के पदों के फल हैं ( क्योंकि अव्यक्तमान समीकरण परदे के 
गुणकों के रूप में आ जाते हैं ) ओर जो तभी शूल्य हे। खकते 
हैं जब कि फू (य) ओर फा (य) में एक गुण खण्ड उभय 
निष्ठ हेगा ओर जब अ, , अ, “ओर क “* “* के मान 


समीकरण के पदों के गुणकों के झूप में बनाए जायंगे तब दोनों 
अ के मान एक ही हो जायंगे। 
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२०६--प्रत्युत्पन्न के गुण-- 

(१) प्रत्युत्पन्ष में समीकरणों के पदों के गुणकों ,के वश 
सब से बड़ा घात अर्थात्‌ सोपान मन दागा यह २०५ प्रक्रम के 
(१) के रूप ही से स्पष्ट होता है ओर प्रत्युत्पन्न के पहले रूप 
में (-१)सन बम पत्र यह और दूसरे में प, बन यह एक 
पद रहेगे । 

(२ ) यदि दोनों समीकरणों में अ्रव्यक्तमान द गुणित हो 
जाय॑ त्तो प्रत्युत्पन्न का मान दमन गुणित हो जांयगा क्योंकि 
प्रत्युत्पन्न के मान में “ गुगकखरण्ड प्रत्येक द गुणित हो जाने 
से अब नया पत्युत्पन्न दा " गुणित हो जायगा। 


(३ ) दोनों समीकरणों में अव्यक्तमान यदि एक ही 
संख्या से बढ़ाए जायंतो प्रत्युत्पन्न ज्यों का त्यों रहेगा। 
क्योंकि प्रत्युत्पन्न में जे फ(क,), फ(क२), इत्यादि के 
(क/ “८ २) (क३-अर२) (कर ;) (फर-अ२) 

(कर - अर३)*** *** (क२-भ ) इत्यादि मान है उनमें क, , क. .- 
श्रीर अ, , भर ... ... ... में एक ही संख्या मिलाने से अन्तर में 
छु विकार न होगा । क्‍ 

( ४ ) ऊपर क ,, भ्र,, इत्यादि के स्थान में यदि दर 
इत्यादि का अथ्थांत्‌ उनके हरात्मक मान का उत्थापन दें तो 
क्‌, - अ, शी अ _ अश कर 
| कश शअ३ई के/अर३ 


वर बरसे (- $)मर्ना (अस्याकर) (आर “कर ३). 
(अ,अर३ अमन) (कक ** फेल) 


; इसलिये प्रत्युत्पनक्न ८ 
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परन्तु श्र ,जर ... --- अम 5-(- ६) न ओर 


श 
कशक३्‌......... --.फेनल( - १) गत इनके उत्थापन से 
० 
अनज्पह ब७ (- ९१) (अ, -क,) (अ२-क , ...)- - १) 7 “प्र 


इस पर से खिद्ध होता है कि मानों के हरात्मक मानों से 
जो प्रत्युत्पन्न दोता है वह्द मानों के प्रत्युत्पन्न को (- १)४7 
इससे गुण देने से उत्पन्न होगा। यदि प्र>« तो (- १)/१ 
से गुण देने से भी शल्य दोगा; इसलिये कह सकते हो कि 
दोनो प्रत्युत्पन्न एक ही हैं । 


(५ ) दोनों समीकरणों में य के स्थान में कप कक हसके 


उत्थापन से जो नये दो समोकरण होगे उनके प्रत्युत्पन्न-अ -- 
(तद' - त'द) “5 ऐसा होगा। इसकी सिद्धि के लिये कल्पना 
करो कि 


फू(य)-प५, (य-अ, ) (य-अ२)... ...(य- अर. ) 





फा(य)चब, (य-क,) (य- क२)... .-(०- »म) 
ओर कोई अभिन्न गुणखरणड पहिले का ततय-ज, 
द्अञ्र क्स्ल ह । 





+(त-तभशभश्र ( हल 
लत भय) य त-त'ओअ 


अभिन्न दूसरे का गुणखराड़ ८ य -क 


५ 
+(त- तक) ( कि 
. त्त-त'क,, 
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पकट्टा गुण देने से 

प, के स्थान में अब प७ (त्त-तञअ,) (त- तझ ) 77 “* 
(त-त'अ, ) होगा; ब, के स्थान में 

बच, (त-तक,) (त-तक३) 7 *' (त- तक) होगा ओर 
श्र खझोर कथ बदल के अब हि बज द 


5 स्थ ई थे होगे। 
त- त'कथ 





आर 


(तद -त द) (अथ - कथ ) 
(त-तथञ्र,) (त-त कर ) 
आअ-कथ, में थ के स्थान में १, २४: के उत्थापन से 
जितने खण्ड होगे उनके गुणन फल को यदि भा (अथ -कंथ) 
मानो तो 
प्र'+>>पर्१ि बे भा (अर -कथ) 
न्‍त्परर बे (तद -ठतद)नभा(अ - क«) 


 ++(तद -तद)ग प्र। 


इसलिये श्र -- %« 


इस्समें; 

त'- ०, द' ० ९, ओर द ० तो (२) उपपन्न दोगा। 
त>१,त' ८० ओर द| ८ १ तो (३) उपपन्न होगा। 

तर ०, दु ८ १, त' ८ १, द! > ० तो (४) उपपन्न हेागा | 
इसलिये (२), (३) ओर (४) के अलग वालाबबोाध के 
लिये लिखा हे । 
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_ २०७--लुप्तीकरण में ओलर (2०४) की रीति- 


जब दो समीकरण फ(य)-"-० और फा(य)--०, म आ॑ 
न घात के एक मान समान रखते है तो मान लो कि 


फ (य) 5 (प- ष)फ . (य) 
फ्रा(य) य ष)फा ,(य) । (१) 


जहां फू ,(य)-प या ! +पर॒यगी ? + ...... +पपम्त 
फ्ा,(य)ज्ब पर * + बस य ९ + .. ....- बल्न 
पदों के गुणक इनमें अज्ञात है । 
फ्रा, (य) ओर फ,(य) से परस्पर गुण देने से (१) से 
फ(ब)फा ,(२) -> फा(य)फ , (य) 
यह सरूप समीकरण म-+न- १ घात का होगा | 
इसलिये य के समान घातों के ग्रुणक समान करने से 
म+न समीकरण म+न स्थिराह्डु प,, प२ पद, ब,, ज, 
हक बन से बनेंगे, जहां १&७ वें प्रक्रम की क्रिया से प्रत्युत्पन्त 
का मान जान सकते हैं । 
जैसे मान लो कि 
फू य)>--अय  +कय--खऊ>-०, 
फा(य)-अ ,यर +क ,य--ख, ८२० 
ये दो समीकरण दिए हे तो ऊपर की युक्ति से 
फू ,(य)>प ,य + प३ 
की,(य)जतब,य+चबर२ 


लुप्तीकरण ४७६ 
«. (बशय+ब२) (भ्रयर + कय + ख) 
+(प,यक+प३) (अशय+क,घ+खः) 
चा 
(ब्अ-ब,अ,) यर + (ब/क-+बरअ-प,क,) >परअ ,)यरे 
+(बख-बसक-प,ख,>परक,)य-+ब२ख-परख | 5८5० 
सब गुणकों को शुन्य के समान करने से 
बझअ-प.रअ,र८० 
ब,क न ब३ओे-- पक, >पअ, न्‍ज्ज ० 
बरख 223 अल 


इस पर से १६७ प्रक्रम की क्रिया रत 





श्र । च्प्र श् ७ 
्र््फ ञञँ 
कक २ कु --० «प्र 
सख् के खेर क, ह 
| ० सरकः # .. ख! 


२०८- -लुप्तीकरण र सिलवेस्टर ( 5एए४५४६॥" है 
की युक्ति क्‍ द 

यह ओलर ही की ऐसी रीति है । परन्तु इससे कुछ लाघव 
से प्रद्यत्पन्न होता है। मान लो कि 


फ (य) न््पक्य +प,य क+॑पर्या है न **- ** +पतू० 
फा(य) ब्क्ा बय नी ब,य7 रै पब,या हे नु- ०००००- न बन गन 


538७ समीकर ण॒-मीं मांसा 


पहिले को क्रम से या या ३, .----- यरे, य, य* इनसे 
ओर दुसरे को क्रम से. 


ये अर 3 ये, य, य” इनसे गुण देने से म+न 
समीकरण बनेंगे जिनमें य का सब से बड़ा घात म+न-१ 
रहेगा | इसलिये इन समीकरणों में यंग! , यमात- ९, _.... 
ये, य इतने भिन्न भिन्न अव्यक्त मान लेने से पत्युत्पन्न का मान 


््‌े चर 
पूववत्‌ आ जायगा । जैसे अय रे + कय +खरर ०, 
अशयरे +क,य+ख्३5०। इनमे ऊपर की युक्ति से पहिले 
को य, य* से ओर दूखरे को भी य, य” से शुण देने से 
अय है +- कय  -- खय प- ७ द 
भ्रय न कय + रे घम्+ 6 
अ,यर +- क, ये +ख,य 
शा य -- क ,य-+- ख 
इनमें य'ष् ये, य को भिन्न भिन्न अव्यक्त मान लेने से 
पृत्रवत्त्‌ 


ज््् क्र ६ 2॥ ह ७ 


७० 


| 


| 


५3 


७ ञ् कक सत्र 
श्र ए ० 7 के स, ७ 
पा आन 
यदि उध्वांधरों के तियक पंक्तिओआं में ले जाब ते यह 
वही है जा कि ओलर की क्रिया से ऊपर के प्रक्रम में सिद्ध 
हुआ है 
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२०६- लुप्तीकरण में बेज़ोद की ( 3०2०० ) क्रिया 
पहिले जब दोनों समीकरण तुल्य ही घात के हैं तो 
(१ ) कल्पना करो कि समीकरण 
अय  + कय * + खय + गर८र ०; 
अयर +क,य' +ख,य+ग, 5० 
येहें। 
दोनों को क्रम से 


अ, ओर अ; 
अभय-+क, ओर अय + क 
अ,यरे+क,य+ख, ओर अयर + कय+ख 


से गुण कर प्रति बार परस्पर घटाने से और १८७ प्रक्रम 
के सक्लुत से लिखने से 


(अक २ )य' + (अख , )य + (अंग २) बलि 
(अख ,)य +ई (अग,) + (कख ,) )य+ (कग, ) बल ि 
(श्रग , )य * + (कग ,)य + (खग, ) -- ७ 


ये सम्रीकरण हुए, इसमें थे ओर य को भिन्न अव्यक्त मानने 
सें १६७ प्रक्रम की युक्त से 


(अक , ), (अख ,),. (अग, ) 
(अख ,), (अग, )+(कख,),  (कग,) क्लचत्ममा 
(अग , ), (कग,), खिग़ ,) 


४७६ समीकर णु-मी मांसा 


यह प्रत्युत्पन्न एक तद्बप कनिष्टफल के रूप में आया है । 
प्रत्युपन्न जानने के लिये अनुगम निकालने के लिये और एक 
उदाहरण लेते हे 
कल्पना करो कि 
अय * -- कय * -- खय * + गय +- घर ०, 
अभय +क,य+ख,यर +ग,य+घ, ०) 
ये खमीकरण हैं तो बेज़ोट दी की युक्ति से 
अर कय*- खबरे + गय+घ 
अ, करयर+ख,य +ग,य+चघर 
अप + क खयरे -- गय+घ 
अशय+क, खयरे कगयकघ, 
अय * | कय + ख _ गय+घ 
अशय +क,य+ख, ग,य+घ., 
अय * +कय ९ + खय + ग घ 
अश्यर +कय +ख,यक+ग, घर 
समशोधन कर एक ओर सब पदों के ले जाने से पृवंबत्‌ 
चार समीकरण बनेगे जिनमें य*, ये, य को भिन्न भिन्न अव्यक्त 
मान कर उनका लोाप करने से 
(अक, ) (अख, ) (अंग | ) (अघ, ) । 
(अश्ल,), (अग, 2) + (कख , ), (अख, ) + (कग ,) (कघ, ) । 
(अग,), (अघ, )+(कग,), (कघ,)+ (खग, ) ,._ (खघ, ) 
(अध , ), | (कघ, )» (सघ, ), (गघ, ) 
यह जो प्रत्युत्पन्न हुआ है वह यदि ध्यान दे कर देखे! तो 
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(अक ,), (अख, ), (अग, ), (अघ , ) 
(अख, ), (अंग), (अ्रघ,), (कख,) 
(अग, ), (अघ, )। (कघ,), (खघ , ) 
(श्रघ ,),  (कघ,), (खघ,), (गघ, ) | 
इसके मध्यवर्ती चार ध्रवों में 
(कख , ), (कर, ) 
(कग,), (खग , 
इसके क्रम से चारो ध्र्वा का जोड़ देने से उत्पन्न हुआ 
'है। इसी प्रकार 
अय* +कय* -+ खय * + गय * + घय + डः ८२० 
अशयन-क,य +ख,यर +ग,य +घ,य--छू, न्‍२० 
इसका प्रत्युत्पन्न 


(अक ,), (अख ,), (अग,), (अघ,) (अ्रढू/ ) 
. (अख, ), (अग, ), (अघ,), (अझ्ः,) (कटः १) 
| (अग,), (अधघ २), (अडढः९), (कर्क, ) (खडः-३) 
(अघ,), (अढः/), (कड/), (खड,) (गढ़? ) 
(अढः ,), (क्ड',), (खढ,), (गढ,) (घट, ) 
इसके मध्यवर्ती नव झुवो में 


(कख , ), (कर | ), (कघ (), | 
(कग/),. (कघ३), . (खघ,), 
(कघ ( ), 'खघ ; ), (गध, ), , 


कम से इसके नवों ध्ुवों के जोड़ने से ओर योग के मध्य- 
बत्ती एक ध्रुव में ( खग, ) इसको मिला देने से उत्पन्न होता 


२छद्ध समीकरणखणु-मीम' सा 


है। इसी प्रकार आगे और उदाहरणों में भी जान लेता 
चाहिए। 


(२ ) जहाँ देनों समीकरण भिन्‍न भिन्‍न घात के हैं. तहां 
मान ले कि समीकरण 
अय हे +कय न + खय* -- गय+ घ कर 
अशयर-+क,य+ख, ० ये हेँ। 
दे।नों. का क्रम से अ, और अयरे; 
अश्य+क, और ( अय+क ) ये 
से गुण कर अन्तर करने से 
( अंक, ) यौ + ( अख, )यों -- गअ, ये -- घअ . ८० 
( अख, ) य*--६ ( कख, )-गअ, )गयऐे 
( गक, +घान्न, ) य-घक, 5८० 
ओर दूखरे के य और १ से गुण देने से 
अजय +कश/यर+सख,य न ० 
अ,यर -- क य + ख, घ्र० 


अब चार समीकरण हुए जिनमें य*, यर,य के भिन्न 
भिन्न अव्यक्त मानने से 


(अक ) + (अख,) , गर्म, ., घञ्म; 
(अख , ) ) (कर, ) “गश्न, , शक +पश्न ,, थक, 

अआअ, ; के, “ख, ५ कं नस 
कै... हे अ, , एाफि३ “सर, 


इसी प्रकार 
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फ्(य)-प५र्यो +पयगी  +परय्यां * + ... ... + पञ्नत)९ 
फा(य)चब,य +ब, या * +ब्थ ९ +...... + ब्चतत० 
. इनमें जहां म>न दूसरे समीकरण को यम न से गुण देने 
से बयग+ब, या * + ब यम *+ ...+ बल््या सें>० 


यह उसी घात का हैं गया ज्ञिस घात का प्रथम समा- 
करण है। इस समीकरण फरा(य)-० में न अव्यक्त मान के 
साथ म--न अव्यक्त मान जो शुन्य के तुल्य हैं और मिल हैं | 
इसलिए प्रत्युत्पन्न के लिये फू (ये) में म-न बार शुन्य के 
उत्थापन से प५ यही रहेगा। फिर उनके पररूपर गुणन सं 
प्रत्युत्पन्न में एक ग़ुएय गुखक रूप में खर्ड परत यह रहेगा 
जो कि व्यथे है। इसलिये ऊपर के समीकरणों से (१) युक्ति 
से नीचे लिखे न समीकरण बनंगे | 








प० _ प.यर १ +परथय २+ ...... +प 

ब, बरयाीं?!+बयी १+...... + बनवा ने 
पथय+प, _ परय्-३--प यम ९ -. ...... + पर 
बब्य+॑ब, बरयमे * +बयगों १+ ...... +॑बत्षयन 


कक # को भर को की ७20४] कक + ४ 9 # ४ + के क # के सी के. # पा की कक फनी नि कक कक 


परया +प,र्योा २? -- ..-+प/ , 
बयां +ब,या * + --- + बल _ ५ 
द __पत्र्यों + पतन (या + कप 
ु ह बतया 
इनमें छेदगम से य का सबसे बड़ा म-१ घात होगा। 
इसलिये 
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यम, यर्म-९,... ...य, के मिन्‍न सिन्‍न अव्यक्त मानने से 
ऊपर न समीकर णों से ओर 
बयां '--ब, ये ९ +> बयां '+ ...... प्य० 
बधय कब या है 2 २२६०४३३४०६०३ ०४ +४ ० 
बयां +ब,या * -- --, ,«.-- +बेप्तरु० 
इन म--न समीकरण से म अन्तर पंक्ति के कनिष्ठटफल ऊँ 
रूप में पत्युत्पन्न का मान जान सकते हैं जिनमें अब ऊपरी 
शुर्य सुणक रूप खण्ड जो किम--न मान शूत्य के मिलाने 
से आता था न आवचेगा | 
यदि फू (य)--०, फ्ला(य)-० में जहां दोनों समीकरणों में 
० पु धे 
घात खंख्या एक द्वी म है, पत्युत्पन्न प्र हा ते 
तफू(य) + द फरा(य) +- ०, 
त'फ्(य)+दफा(य)> ० 
इनमें प्रत्युत्पन्न 5 पर ८ (तद'-त'द)मप्र ऐेसा होगा क्योंकि 
बेज़ीट की युक्ति से पहिले प्रत्युत्पन्न में जे! कोई (अकसर) यह 
मान था वद्दी इस स्थिति में 
तश्न.. + दकथ, न +दुक | 
तञस्‌ + देकर, त आस + द कस | 
न(तद-- त दे) (अ«कस) 


इसलिये (तद'-त'द) इस ग़ुणुक के म बार आने से 
प्र-(तद' - त'द्म) श्र ऐसा हे।गा। 


२१ ०--२०५वें प्रक्रम से लिद्ध दे कि प्रत्युत्पन्न 


प्रन्प)फा (अ,), फो (४२)--“फा (श्र, 
न(- १) ब8फ(,)फ(क३ )- “फ्(कल) 


यद है इसमें फा (अ,), फा(अ,)---- में अ,, अ. का घात 
न रहेगा जिनके मान पढदिले समीकरण के पदों के गुण हे के 
रूप में बनाने से गुणकों में भो सब से बड़ा घात न हो रहेगा 
( १६०वां प्रक्रम देखो )। इसी प्रकारफ(क ,),फ्‌(क ,), इत्यादि 
भोेक ५१ २ इत्यादि के सब से बेड बात म के रहने से उनका 
रूप दूसरे समीकरणों के गुणकों के रूप में बनाने से गुणको 
में भी खब से बड़ा घात म ही रहेगा । ओर उनमें घातों का 
प्रम योग नम रहेगा। इससे सिद्ध होता हे कि पत्युत्पन्न के 
मान में घातों का परम योग मन रहेगा ओर फ्‌(य') ८ ० इसके 
२णुकों का खब से बड़ा घात न ओर फा(य)5 ० इसके गुणक 
का सब से बड़ा घात म रहेगा । यदि किसो ओर क्रिया से 
ऊपर की स्थेितिन आवबे तो समझना चाहिए छवि वास्तव 
पत्युत्पन्ष किसी ऊपरी गुणक से गुणित आया है जिसे हूंढ 
फर अलग कर देन/ चाहिए | जैसे 


अय रे +कय+ ख+> ०, 
अभय +क,य+ख, 5०। 
इनमें यदि दोनों को क्रम से अ,, श्र ओर ख,ख से गुण 
कर अन्तर करो तो-- 
द (अक , )य + (अख , ) ०23 क्‍ कप 
(अख , )य + (कसर २ )२० है. 
ब्र्‌ 
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पेसे समीकरण होंगे। इनमें यदि य का ल्ोप करो तो 
प्र>(अ ख ,)९- (अक / ) (कख ,) ८ ० 
 थद्दां देखते हैं कि दोनों समीकरणों के गुणक के घात म 
झर न के २ के तुल्य होने खे दो आए हैं ओर प्रत्येक पद्‌ में 
घातों का परम योग भी मन ४ है| इसलिये ऊपर की स्थिति 
के होने से कहेंगे कि प्रत्युत्पन्न ठीक है। 
परन्तु यांद्‌ अयरे +कय ' +खय+ग ८ ० 
ये +क,य +ख,यनग, ८० ! 
इनमें दोनों दे। क्रम से अ,; श्र ओर ग,,ग से गुण कर 
झन्तर करो ता 
(अक , )य* +(अख ()य +- (अग ,) 5 ०, 
(थ्रग ,)य +(कग, )य+( खग ()००। द 
पेस समीकरण बनेंगे | इनमें य* और य के लोप करने से 
ऊपर के उदादरण की युक्ति से 


प्र्-- (अक ,), (अखर ॥ 
(अग (,), ,खग; । 


(अक,) (अख्व') | 

(अ्रग /) (कंग,) | 
(श्रख ,), आग, 
(कम ३), खगर 








यहां देखते है शि गुएणकों का सब से बड़ा घात ४ भ्र्थात्‌ 
दोनों समीकरणों के गुणकों के घात मित्राने से ८ ओर पद्‌ 
के गुणको के घातों का योग १२ है, परन्तु प्रत्युत्पन्न के चास्तव 
मान में तो मिल्ना हुआ घात 5 ओर पद्‌ के शुणकों के घाता 
का येग ६ चादिर; इसलिये आए हु प्रत्युत्पन्न में गुण्यक 
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शुणक रूप खराड कोई यढ़ गया है जिसे अलग करने से तब 
वास्तव प्रत्युत्पन्न होगा 
यहां ढंढने से तो जान पड़ेगा कि वह खराड (अग,) यह 
है जिससे भाग देने से हि 
धास्तव बअल्त्पन्न (अग , )--२(अक , )(खणा ,) (अग , ) + 
कग ,) (खश्न /) (अग /) +(खअ , ) * (खग ,) + (अक ,) (कग २) + 
(अरक ,) (कस ,) (खग, ) । द 
२११--यदि फ(ब)-० इसमें एक मान दो बेर हो तो 
स्पष्ट हैं कि फ(य)5० इसमें भी वह मान एक बेर होगा वा 
नफू (य+-य फ(य)5० इसमें वह मान एक बेर होगा। यह 
_. १ घात का समीकरण है; ओर फू! (य ) भी न--! घात 
का समीकरण है; इसलिये इन दोनों पर से ये! ग्रों-* 
इत्यादि का लॉप करने से जो गुणकों से एक कनिष्ठफल्ल 
उत्पन्न होगा उसे उत्पन्न कद्दो | वह जिस समय शून्य होगा 
डख स्थिति में कहेंगे कि वही प्रत्युत्पन्न होगा और फ(य) ८ ० 
इसमें एक मान दो बार आवेगा। जैसे 
१। भय + रेश्र ये + रेश्र/य + अ३ 5 ० इसमे उत्पन्न का 
मान बताझोी । 
फू (य)चज श्र८य १. रेश (ये + रेशश्य+श्रइू ८० 


फू! (य) ८ र२ेश,य + हआअ (य+ रेअ२ <० 
नफे (य)- रेअ,य +६अ ये + ६अरय+ रेश ३८ ० 

यफ्र((य) ८ रेश्न्‍र,य + इशञ्न_/य' + रेअ२ ये वूः७: 
नफ् -यफ(य) न शेअ (ये + इअरय+ रे अ॥ ८० 
३ के अपवर्तेन से श्र /यरै + २ेअ य + अर ३ - ७५ 


फ्!(य) में ३ के भाग देने से श्र,यरे + २ अ,य+अ३८ ० 
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. २०४वें प्रक्रम से उत्पन्न _ ः 
न्‍तथृ(अ्अ३-आ २)(अ/अ३ “भें ८ अर्अर) 
यही जब शुन्य के तुल्य दोगा तब फ्‌(य)5 ० इसमें एक 
मान दो बार आवेगा | क्‍ 
वही प्रत्युत्पन्न २०८ वे प्रक्रम से 


० ञ्, रञ, . अ२ 
ः ८5: ७ स्‍्लृ रा 
जा कि पेसा दोगा । 
७ अर; श्श्न ३ | ५ 


इसी प्रकार ओर उदाहरणों में भी जानना चाहिए। 
२१५। २८८ प्रक्रम में जो. पत्युत्पन्न का मान एक कनिष्ठफल 
के रूप में आया है उसके प्रथम ऊर्ध्वाधर पंक्तिस्थ संख्यात्मक 
आुब प० और ब, ये ही दो होंगे। और सब शल्य होगे। इस- 
लिये यदि प, ध्रुव का प्रथम लघु कनिष्ठफल्न पा ओर व, का 
प्रथम लघु कनिष्ठफल बा कहो तो प्रत्युत्पन्न + प०प/८ +ब «बा ७ 
बेसा होगा (१८६ प्रक्रम देखो) जहां पा, ओर वा, दिए हुए 


समीकरणों के पद ग्रुणकों के फल हैं । 
प+*पा बक्वा।, ८ १*८--०५:*९**: (१) 
इसे स्मरण कर रक्‍्खसो । 
२१३--यदि ' हा 
सज्ूपश्याो + पड, २ या +,...... + प& च्न्ण 
है: घ्द वज़्यी + बत्‌._ श्ये १. »«०००० ने ब 55 ७ 


इन दोनों का धत्युत्पन्न प्र हो तो २१ रे प्रक्रम से 
प्र + प्रपा८ बनबान जहां पा ओर बाद समीकरणों के पद्‌ 


 लुधीकरण .. ४५५, 


गुणकों के फल दें | इनके दरात्मक समीकरणो का प्रत्युट्पत्न 
«पा, +ब०चबा, को कि २०६ प्रक्रम के (४)से इनके प्रत्युत्पन्ष 
के समान है | इस प्रत्युत्पन्न पे ५  ,और ब, के स्थान में ५, - रू. 
झोर ब,-स का इत्थापन देने स ः 
७चन्न्प पा सपा + बचा, -स, बा 
«« प/पाक+ + बचा /८-प्रतच्सपा, + सवा, | 
प+ और प., , गुणक के वश तात्कालिक संबन्ध, चल्लन- 
कलत्नन से, निकालने से 











ताप्र 'तापा तावा 
नये पा, +स ----*+स | ----? 
साप्र तापा ताबा 


मान लो कि जब य-ञ्र तो दोनों समीकरण शुन्य दोते दे 


शर्थात्‌ श्र यद दोनों समीकरणों में य का एक मान है तब इसके: 
उत्थापन से . ह 














ताम अत्या अं ताप _ अत+र्या, 
ताप ताप+ . ५ ० 
ताप 
० ऑक जन + 
ताप्र 
ताप. 
त के स्थान में ०, १, २, ३.-के उत्थापन से .. 
ताप्र सापर साप्र ु ह 
अजफ-कतान व न इत्यादि 








8४5. समीकरण-मीमांला 


इस पर से दोनों समीकरणों में जो अव्यक्तमान एक हों 
है उसका मान जान सकते द्वो | इस प्रकार फू (य)-० का 
यदि एक मूल दो बार हो तो डस मल का भी पता २११ 
प्रक्रम के दोनों समीकरणों से ल्वगा सकते द्वो । 

२१७ | यदि दिए हुए दो समीकरण के मूल्यों के तद॒पफत्न 
का मान निकालना द्वो तो नीचे की क्रिया करो । 

' छलपना करो कि क्‍ 

फू (य)>प,यत +प,य ! +परयी * + *-+पश्म ० (१) 
जिसके सूल अ २, अ२, अ३५- “अप हैं । 
ओर फा[(र) > ब,र +ब (रत! +ब रा * + ---+बन्न5०(२) 
जिसके सूल क ,, क२, के ३ *** *** नन्कत हैं | 

कटपना करो कि एक नया मूल ल ऐला दे कि जिसके 
वश से ल> तय+ दर ऐसा खमीकरण बनता हे । 

इससे ल और य के झूप में र का मान जान (२) में उत्था- 
पन देने से एक ऐसा समीकरण बनेगा जिसमे य का 
सब से बड़ा घात न रहेगा ओर जिसमे त, द और रू के भी 
सब से बड़े घात न हांगे । द 

अब (१) भर इस नये समीकरण में ऊपर के प्रक्रमो की 
किसी युक्ति से य का ज्ञोप करो तो एक ऐखस। समी करण बनेगा 
जिसमे ल का सब से बड़ा घात मत्र होगा; इललिये ल का मान 
जो तझ, +दक , इस प्रकार को दे वद्द म न विध हे|गा। 

अब यदि ऐसी दृच्छा हो कि फ (य) भर फा (र) के 
पद गुणकाो के रूप में यो अर कर इसका मान जाने तो ल के 
वश से जो समीकरण बना है उसमे अव्यक्तमानों के (थ+च) 


लुप्तीकरण 


'छड 


घात के योग का मान निका् उसमे तादा का ज्ञो गुण 


'होगा वही स्पस्ष्ट है कि यो अ , को, का मान द्वोगा । 
क्‍ डदाहरण 


? | अय" +- कय -+-खब ' -+गय +घ ८ ० 


इनमे ये का लोप करो। 
पहिले समीकरण 


और य* > है से अ-+कय* +खय* + गये +घय २० 
फिर यसे गुणने से, अय +क + खय * + गयरै +घय ० 


फिस्यसे ” 
फिर्यसे » 


आात क्रम से लिखने से 


अय * + कय * +- खय ' ऊंगय+॑घ 
कय * + खय * + गय* +-धय+अ 
खय* -- गय * -- घय  + अ्रय+ क 
गय * +- घय* + अय * +- कय+ ख 
. चघय* + अपर +कय र +खय+ ग 


इनमें य*, य" , ये झर य के लोप करने सें 


ञझ. क ख 
का ख ग 
ख ग घ 
गध झआअ 


गे 


| | श्र थ4 


ग 


गे 
श्र 
हक 
ख़ 


अन्‍य 
जाााक 


अ्रय  -- कय +- ख + गय * + घय रैं 
झ्रयरं | कय' + खय +ग + घय ९ 


रा 


०३ 


हे 


च्न्ड 9 


छ 


७: 


घ्ट्ण 


ब्न्फ 


[या +> १ 


देने ले 


अय* +कय '* + खय + गय+ घ>5-० इसे य से शुख 


भ्पृ८ समीकरयशा-मीर्मांसा 


नीचे से तियेक्‌ पंक्तिओं को एक एक उठा कर ऊपर की 
तिथंक पंक्ति के नीचे रकखो तो वह ठीक २०२ प्रक्रम फे २०वें 
डदाहरण के ऐसा हो ज्ञायगा । 
. २। ऊपर ही की युक्ति से दिखलाओो कि श्रय' +कय + ख>» 
और य*-- १ द 
इनका पत्युत्पन्न 
भ्रक ख। 
नल के सत्र श्र अर 
ख शञशञ्र कक 
3४। शोलर की रीति से दिखलाओ कि किस स्थिति में 
फू(य)च्अय * +कंय +- खय +गरर ० 
फा(य)-"अयर + कयरे +- खय + गछ ० 
इनमे दो अव्यक्तमान उभमयनिष्ठ द्वोगे। 
यदाँ (प-ष) (य-पष,) हस पघकार के दो खराड दोनों में 
छसयनिष्ठ होंगे । इसलिये तीसरा खयड क्रम से दय+त और 
द'य+त” मान लिये जाये तो 
( दय+त! ) फ(य)-( दय +त ) फा(य) 
जहां द, त, द' और त' अज्ञात हैं। ऊपर के सरूप समी- 
करण से . 


द्ञ्र *- देश 520 
दक+तञग्र >दक ता. -+० 
- दरख+त'क -दख” >“>तक”.. &० 
दग+तख >-दर्गा - तख . -७ 


तंग -सेंग[ ८० 


लुपतीकरण ४१५७: 


इन पांचों समीकरणो में से कोई चार लेकर द', त', द 
ओर त का लोप कर सकते हो। इस प्रकार लोप करने में 
पांच कनिष्ठफल बनेंगे जिनके मान शुन्य होनेसे उदाहरण की 
स्थिति ठीक होगी । पांचों कनिष्ठफर्लों का लाघव से ह 


भर कक त्त ६ ७ 
७6 श्र कक ख रं 
आर. का खा गा ० 32 
० अर का खा गे 


यहां यह दिखलाता है कि एक एक ऊर्ध्वाधर पंक्तिआं को 
मिटा देन से जो पांच कनिष्ठफल दंगे उनके मान शुन्च है | 
७। सिद्ध करो कि 
अरे २ शभ्रक करे 
अभञ्च! अक +अक कक! (5८ (अक' - श्रक) ९ -क फ- 
अरे २श्रक कटे 
अय+ कर ०, 
ग्रय+ कार 5-5 ० | 
इन दोनों से १६६ प्रक्रम की युक्ति से 
है कक 
का 
«(शक --अक) यर ८ ०-००" ** (१) 
झौर (व्यय+ कर) - ०, 
(अय + कर) (अय+ कर) ८ ० 
४. (कय+कर)* 


बन फो 


(अक' - अंक) य ८ 








समीकरण-मीमांखा 
इन तीनों में ये, यर ओर र' को भिन्न भिन्न अव्यक्त मान 
लेने से १७६ प्रक्रम की युक्ति से 


कफय बी 
«०००० (२) 


कफयरे < ० ,.....- 
(१) और (२) के समता से ऊपर का सरूप समोकरख 


(सिद्ध हो जायगा । 
५ । ऊपर की युक्ति से सिद्ध करो कि 


| ञ्र्ै ३ श्र ३ अक रे कै 
अअ्ञ अप्क+२ अग्वक २े अकुक + अकरें कक 5८ अक/ 
अञ रे अप्क+ २ अअक' २अकक! न-अक रे कक रे [-अक)* 
अरे शेश्रप्का ३ अंक क्र 
यहाँ अय -+- कर ८-०, 
अय+कररर +० | 
इन समीकरयाों से 
(अय -- कर ) रे ४:2०, 


(अय + कर) * (अय + कर) ० 

(श्रय + कर) (अय +क'र) ९-० 

(अय+ कर)" य्ः० 

ये चार समोकरण बना कर इनमे य* , ये र, यर ?, रहे 

'का लोप करा तो बाई ओर का कनिष्ठफन्न उत्पन्न होगा फिर 
पिछले उदाहरण को युक्ति से ओर बाते जानो । 
5 । फ (य4)5८ ०, फ' (य, + फ्‌”(य) फूर!” (य)---+ ५« «+० 


लुप्तीकरण ह ह्ल्दशे 


इनमें य को छाप कर नया समीकरण बना झो कोर स्थ्द्ध 

करो कि उसमें अब्पक्त मान फू (य)5 ० इसके दे। दे! सूलों के 
शन्‍तर के समान होगे । द क्‍ द 

मान तो कि फू (य)८ (य-»9,) (य-अ२) “ (य-अन) 

थय के स्थान में र+अ,, र+अ२, र+अ३ ---रपन॑अत के उत्थापनसे 

फू (+अ,)5र(र+अ ८ अ२) | [र२+(अ/ अर) ४४४5 

फू (+अ,)नर (र+(अर२ -अ,) | (र+(अर३ -अ,) £--- ( । 





फ (र+अन) २ र (र+(अन 7 भ३) 3) रिते(अन एअर२) उ7 7 
और साधारण से -- फ (२+अत) 5 फ!' (ऋत )+ 


प्र कु क्र . रो 
प्फ श्र छल न्प थ््र अल जथ ७ ७ ७8० | कक क छ कक ३ छफकनभ अलछओी सभी 
फू (अत) १.२ फ प्रत ) शत त्रः 


इस्तमें त का १, २, ३, ... न मान कर ददिने पत्ता के घात 
के (१) इसके दहिने पद्ध के घात के खमान करो | 

२१५४--यदि दे! समीकरण ऐसे हो जिनमें दे अब्यक्त 
'य, र दो उनमें यदि एक समीकरण में।केवल या घात दे ओर 
कहीं किसी पद में य न रद्दे तो समीकरण को युक्ति से य. का 
मान र के रूप में आवेगा ओर इस पर से य का मान जान 
इसका उत्थापन दूसरे में देने से एक ऐला समीकरण बन 
जायगा जिसमें केवल र द्वी गहेगां। इस प्रकार देना समी- 
कररणों से एक नया समीकरण बन गया जिसमें से य निकत् 
गया। फिर इस समीकरण की आकृति से र का ठोक ठोक व 
'आसन्न मान पिछले अ्रध्यायों की युक्ति से आ जाय गा जिललछे 
अ के मान का भी ज्ञान दे जायशा। रण 


ड्द्र समीकरण-मी माँसा 


कल्पना करो कि उन देनों समीकरणों के रूप आ-- ० 
का ८० ऐसे हैं जहां आ और का दोनो य ओर र के फल हैं 
ऊपर गुयय गुणक रूप खरडों में आस स' स' और का 
शश' ऐसा हो जाता है ता दिए हुए समीकरण के सब 
सूल स>०, और श>०,स>० और श(-०,स' + ० 
झोर शछ+ः० स'न्य ० श्र श ४ ०, से छऋू० ओर शेजू ०. सा 
+० अर श” 5० इन समीकरणों से आ जायंगे जे। कि पहित्ते 
दोनो समीकरण की अपेत्ता श्रल्प घात के होंगे । 


संभव है कि दोनों समीकरण के गुण खर्डों में काई 
समान हो जैसे ऊपर के उदाहरण में संभव है कि मजश ऐसा 
हो, ऐेसी स्थिति में जो य और र के मान था ८ ० इसे सत्य 
रका्सतगे वे का- ० इसे भी सत्य रखंगे इसलिये सऊ+् ० इसमे 
आह र का जो मान मान उसके उत्थापन से तत्सम्बन्धी य॑ 
का मान जान सकते हैं । इस प्रकार कुट्टक की युक्ति से यहां 
अनेक य ओर र के मान आवंगे। यदि इस स्थिति में स ८ ० 
इसमें एक् ही अव्यक्त हो तो डसका मान तो स> ० इससे 
परिमित होंगे और दूखरे का मान चाहे जो मान सकते हो | 


२१६--कल्पना करो कि फू, (य,र)-० और फू, (य,र२)८० 
इनमें य>अ,,रज>क, तो संमीकरण ठीक रद्े हैं। तो' 
फ्‌,(य,क, ) “० और फू (य,क ,) ० ये दोनों य के अ, 
सुल्यमान में सत्य रहेगे। इसलिये दोनों समीकरण य--श्न, 
इससे निःशेष दंगे अर्थात्‌ फ्‌ ,(५,क,) और फ.(य,क ,) का 
मदत्तमापतत्तेन अवश्य य-अ, द्ोगा। भ्रर्थातव्‌ फू ,(य,क ,) 
ओर फू.(य,क,) का मद्त्तमापवत्तन जो द्वो उसे शुन्यके 


लुप्तीकरण ४६३ 


छामान करने से य. का एक मान अ, वा अनेक मान एऐेसखे 
आवंगे जिनके वश से जब र८> फ, तब दोनों समीकरण ठोक 
रहेगे। 

कल्पना करो कि फ,(य,र) ओर फे.(य,र) में य के अप- 
चित घात क्रम से पदों का रख कर मद्त्तमापवत्तंन निकालने 
के लिये क्रिया करना आरम्भ किया ओर करते करते अन्त में 
ऐसा शेष बचा जो केवल र का फल दे अर्थात्‌ शेष - फ(र) 
ऐसा हुआ तो जब तक फ(२)७० ऐसा न होगा तब तह 
फू ,(य,२), फ.(य,र) का कोई मदत्तमापवत्तेन न होगा; इस- 
लिये य के एक ही मानमे दोनों शल्य के समान नहीं हो 
सकते । यह कुछ नियम नहीं कि फ(२)- ० इसमें जितने र 
के मांन आवेगे सब से दोनों समोकरणों की सत्यता ठीक 
रहेगी क्योंकि संभव दे कि क्रिया करने में य के किखी घःत 
का गुणक जो र के रुप में है भिन्न हो ओर र का कोई फल हर 
में हो जिस मे फ ( २) ८० इसके एक अव्यक्त मान के उत्थापन 
से फल शुन्य के समान हो ऐ सो दशा में उस राशि का मान 
अनन्त देागा जे। कि यहाँ पर उचित नहीं । जैसे यदि 

फू, (य,र )> लफ$, ( ब,र२ )+ क्र (२) 

तो यदि ल ८ लब्धि अभिन्न हां तो परिमिति के मान के 
उत्थापन से अनन्त नहीं होगा; इसलिये फ्‌ (२)-० और 
फू, (य,२)- ० इन पर से जाय, ओर र के मान होगे 
डनके उत्थापन से फ्‌, ( य,र )> ० यद्द ठीऊ शुल्य द्वी द्वोगा; 
इसलिये कहेगे किय और र के मान ठीक हैं| परन्तु यदि 
ल भिन्नहों और उसके दर में र का कोई फल्न दो तो संभव दे 
कि फ(र) 5 ० फे२(१,२) ० इनसे जो र का भान दो उसके 
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उत्थापन से लफ२(य,र) 5०० वा लफ्‌२(य.र)- ई ऐसा हो, 
उसी रिथति में फू, (य,र)-०० वा फ, (य,र)८ $ ऐसा होगा 
जो कि समोकरण की स्थिति से अशुद्ध है । यदि एक गुणक 
ख, जो कि केवल र का फल है इससे फ,(य,र) को गुण 
फू.(य,र) इलका भाग दे जिसमें लब्धि अभिन्न झावे तो अब 

ख, फ , (य,र) >ल फ३ (य,र२)+ फ(र)ऐसी स्थिति होगी । 
यहाँ फ(र)७ ०, फू. (य,र) > ० इनसे जो य और र आवंगे 
उनके उत्थापन से अवश्य अब ल के श्रभिन्न होने से 
ल फ, (य,र)+फ(र) 5 ० ऐसाहोगा; इसलिये ख , फू, (य,र) 
यह भी शून्य के खमान द्वोगा परन्तु यदह्द नहीं कद सकते कि 
गई ,(यर) २० ऐसा दो क्योकि खंभव हैं कि ख,-० हा ।/ 
इसलिये यहां पर यह विचारणीय दे कि कोन य और र के 
मान ठीक होंगे | 

य ओर र के मान जानने के त्रिये (४. ५. [99०6९ १३6 
5०77७ की रीति दिखताते हैँ। मद्दत्तमापत्तत्तन जानमे के 
लिये यदि लब्धि भिन्न श्रोती दो तो ख जो कि र का कोई फक्न 
दै उलसे भाज्य का गुण कर तब भाग दो श्गैर शेष में यदि 
शि जोकि र का फल हैं इसका निःशेष भांग जाता हो ती उससे 
भाग दे ऋर लब्धि को शेष कटद्दो । ह 


२१८--मान लोकि आ+“ ०, का>० ये दो समीकरण 
हैं जिन दोनों में ऐेले कोई गुण स्लररड नहीं हैं जा केवल र कं 
फल्ष दो ओर आ की अपेच्ता का में य का अल्प घात है।ख 
गुरक् से आ को गुयने से और का का भाग देने से तब्धि 
छ और शेष शिशे जहां शिर का काई फल दे । 
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फिर श से का में भाग देने से ऊपर के सब पदाध ख,, 
जल शि,, शे, समझो ।॥ इस तरद्द क्रिया करते करते मान तो 
कि चौथे बार शि, और शे-"-१ तो 





ख आजऊञ्ल का +शिशे | 
ख, का ८ जे; शे + शि, शे, २ «०० ००००००(६ 
ह के | 
हब मान लो किख और शि का महत्तमापवत्त न ग,, 
खसखा् ख गे 
और शि, का मदत्तमापवत्तेन ग,, कप भी शिर 


ख़्रख 5 
का मद्दत्तमापव क्षन ग२ ओर पतम ओर शि, का मद्दत्त मा- 
श्श्े 


पवर्सन ग, दे तो 


शि ने ही 
कसम >369, झार कॉ:-: ० 


शि 

विवश म्न०, झौर शे घटक 

का १ क “(२) 
नया न्‍+ ०, ओर शे, बन 

गे 

शि के 

या + ०, और शे २ २० 

ग्‌ 


इन समीकरणों सेय ओर र के ज्ञो मान दंगे वे हो: 
आर>० और का २० इन दोनों में मी ग ओर र के मान होंगे # 
(१) द््न में से पदिल्ले समीकरण मं गका भाग देने रहेः 


नमन ०»«० ता शा, #& कक ककीश केक अ$ ८चछ >आ ले 283 ७२७ २४७ ३++७ 
ग*त्क्र्+ज ) 
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। ।  इइ् शि 
ख और शि का महत्तामपवत्तंन ग है; इसलिये भ्रः्ञ् के 
अभिन्न होने से - भी अभिन्न होगा क्योंकि ग केवल र का 
ग़ 


फल है और का में केवक्न र के फल का गुणखन्‍्ड नहीं है पेसा 
पहले द्वी मान लिया है, इसलिये का ओर ग॒ परस्पर दृढ़ है। 


द (३) से स्पष्ठ ह्टे क््लि शि #& ०, का 5८ ० य ओर र के जितने मान 
गे 
वेंगे » रस ३५ द्दो 
श्र उनके उत्थापन से 7 आ यद्द भो शुन्य दोगा परन्तु 
हे रो 2 शि 
गक मद्चत्तमापदत्त न दोने से नर ओर दर इनमें ग्रबद उसय- 
'निशष्ठ गुण्लएड कोई न होंगे । इसलिये ज्ञिस भान में 
है ?।॥ ऊ ख 
४ शुन्य हाथा उस मान में ॥ दें शन्य न होगा; इसलिये 
ग 
(ये ) के सत्य दाने से आ + ० फ्सा हेगा; श्सलिये 
॥ ० और का 5 ० इनमें के सब अव्यक मान आ-०, का 
०88 


7० इनमें भी रहे गे। (३) के दोनो पक्षों के ख, से गुण देने 
से झोर ख, का के स्थान में (१) के दूसरे समीकरण का उत्था- 


-. खख ख, शि + लत्त,.. ल 
पन दे न हा शे +;. शि, शे, 


शि और ल केग से अभिन्न होने से न यह 

अभिश्न द्वागा और दोनों पक्षों में ग, के भाग से पूष बत्‌ सिद्ध 

“कर खकते द्वो कि जल यह भी अभिन्न होगा। 
ह क्र ] 
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पाल के और >"शि +लच, 


बन अल ए “न सीजन कल 








स्मा , मान छेन से 


भर ग, 
सत्ध हि शशि, . क्‍ 
आग ह ग, 4 3० 5 सूय कक +कक पं है «४ /ँ 


(१ ) के दूखरे समीकरण के -- से गुण देन से 


श्व्स्त 
स, की इ5 
ग़ 





शत न्ध पर किक छा 0० 
गए, “प्वा और शि, के निःशेष करता है; इसलिये झ के 
फेवल र का फल न दाने से ---.. का भी ग, निःशेष करेगाःए 


०३ शव ५ जे. 
इसलिये लाधव से जनता, द्ञत्वां+ता। मान लेने स्ते 
श्‌ 


सर्व शि जा 
अल अल के का ध्स् न | श््‌्‌ न्बुं व सं “३ | 9 ००००० 
ग़भ; ग, 


....... (५) 


(४) ओर (५ ) से स्पष्ट हे कि ०। इनस्त 


5.५ 
ब और * के जितने मान होंगे रूव के उत्थापन से ऊत्मर की 
युक्ति य्ते क्ः बड़ 6 आर का 5 6 डीक र्हगे इच्त लिये 4248 घ्द 
शे + ०, इनके सब सझूल आ ८ ०, का 5 ० इनमें द्वोंगे । 


. (४) के दोनों पक्षों फो ल, से गुण देने से स, का उत्था- 
धण (१) के तोखरे समञ्जीकरण से देने से 
डे 
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ब्द ख, शि ५ 
स्ज तू 4 स्ल्रु हि 2 झा -- (्‌ न्ज़ के स्ना मि न 3286 सर आ 35 सा ) ५ । छ 
दा पन् । ग, ५ ओ 


+ शि३ मा; शे& 


महत्तमापवत्तन हे।ने से ग, प्रथम पच्च ओर शि& के निःशेष 
करता है; इसलिये ऊपर ही की युक्ति से ग३। शे; में केवल र 





ख.- शि 
का फल गुण खशड न दान स, ( ला, मां; न हट * मा ) 


4 


का निःशुष करेगा । 
मान ले। कि निःशंष करने से ल्ब्धि मा; है तो. 


बयग़ । 34 श 


शे, (६) 


आन्मा, शे, 





( ५) के दोनों पक्ञों का ख, से गुण देने से और ख+ शे 
के सख्ान में ( १ 3 के तीसरे समीकरण का उत्थापन देने से 





रा ः 
8 दर न (्‌ ले ना, न 3-8: न ) “३ है 
गगर 
+ खि३ न, है 
है सिद्ध ह > म र्३ शि, 
पूववत्‌ फिर सिद्ध कर सकते दे कि ( ल, ना + >> ना ) 


्ँ 


यह ग., से निःशेष होगा ओर मान को कि लड्धि ना» 
आई तो 


ख़्‌र्, स्व, डे शि३ शे 
'दम्ामाारणयकरसास-भयइ३०+का पक अं :र्यमामानक का वा लूप्‌ न्यू न्लपं छक्के के कक्ष के ७ 


कि 


। 


' झुप्तीकरण |, ४द& 


(६ ) और (७ ) से स्पष्ट है कि कि + ०, शे, 5 ०, इनमें 
| से 
कितने ऋव्यक्त मान होंगे वे सब आ-८० और वा « ० इनमें 
भी होंगे । 
इसी प्रकार (६ ) और (७) के दोनों पक्षों का ख श्से 
गुण कर और रू, शे, का उत्थापन (१ ) के चौथे समीकरण 
से देने से पू्वंबत्‌ क्रिया करने से 


रत, छख. सती शि ; 
कक: अधमिकर ८ किक] ह.*१ ६ नल बन गे ॥-| अप अल कड ० हूं इ हु कक को आए बे [ है बम ) 
के 
४ गा, ग३ खी& : क्‍ ग, 2 न 


स्व, स्तर, सर... शि ४ 
पा पक का ना, शो २ च्छ ना है कल ( ई ) 
ग, गए ग ग्‌ 
पस सर्मीकरण बनेंगे जिन से पूवेबत्‌ सिद्ध कर सकते हे। 


है ६ + 


घन. [दए ; हे मे रे 
सदर! ज. + ० और शे, 5 ० इनमें जितने अव्यक्तमाण होंगे दे 
श्े 


सज आ 5 ० ओर का 5 ० इनमें भी अव्यक्तमान होंगे। इससे 
सिद्ध हुआ कि (२) समीकरण परम्परा से जितने अव्यक्तमान 
आतेगे सब के उत्थापन से आ<> ० कौर का > ० ये दोनों 
समीकरण सत्य रहेंगे । क्‍ 
अब इतना ओर दि खाना हे कि आज ०, का हू ०, इनमें 
जितने अव्यक्तमान होंगे वे सब ( २) समीकरण परम्परा के 
अव्यक्तम्रानों के अन्तगगंत हैं। 
(३) के थोड़ा परिवर्तन करने से. 


' अं आ टेक ब्रा का नशे 8७०७ ७७०७ रच ७06 0०७७ ७०० ७क८ ५०० ं बै७ ) 


3४० समोकरणु-्मीमांसा 
ऐसे लिख सकते दे। । ः 
(४) को का और (५ ) वे का शा से गुण कर घटा देने सं 


(पराका-ना/आ ) शे + (मांका“>नाओ ) नम शे (८०८ ७ 
। हे क्‍ 


(१७) बसे -. द 
(मा, का +- ना आ ) शे्‌ जिला शेशे, ८ ० 
इसलिये 
दिशि, 


भा (का 5 ना  आ पे 





गज टाल १) 
(६) वे' का का से ओर ( ७) वे का ऋ से गुण कर घटा 
देने से 
(माइका-ना,आ) शे ( + (मा /का-ना; भा) खा शे, न्‍० 
ओर ( ११ ) वे से 


शिशि ,शि 


(माह कौ--ना २आ) के, + पेआ के 
क्‍ गंगा गर .  - 
इसलिये 
शिशि ,शि 
मा ३--नगा आओ 55 “५-7... जे «७५ ०००००००%० ( 
५30, गय ,ग३ शेर *००* “११४३ 


इसी प्रकार (८) वें ओर (५) व से 
शिशि(शिरशिक३ 


हब कूणन्व्न्व्मपँ ६.१ ॥ ब्ब्क -- ७४०७ ७४६० ७49 ७0 के 9 ७५७ | ॒ 
प ज गम (सर, ड (११) 


(१३) दें से स्पष्ट है कि जितने श और र के मान में आ 
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में टिशि(शिरशि यह भी शल्य 


गी . मी श्‌ १ ॥ ३ 


होगा; इसलिये इसके गुण खण्डों -- हे ग और - मेँ 
श्र ब्र्‌ ् 


झोर का शुन्य दोंगे उतने मानों 


पक एक अवश्य शुन्‍्य होंगे । 


इसलिये _- शशि पड +० और 00. इनसे जितने 
रे हल 


३ के मान आवगे उनके अन्तर्गत ही आत० और का-० के र के 
आन होंगे । 


कल्पना करो कि जब ब>४, और रज्क तब आन० ओर 


का#० ये टीक दो जाते हैँ तो यदि ० इसमें भी एक मान के 


” ही तो यल्‍्ञ, ओर र>क में हा <० ओर का>० ऐसा होगा । 


यदि क, हु ++०५ इसमें का अव्यक्त माम ब हो किन्तु. ७ 
रू 


पे 5 ४ 
इसमें का पक अव्यक्त मान हो तो क के उत्थापन से -- के न 
शल्य होने से (१०) वे सय “० ओऔर २७ क में रा न्‍ः ७ 
श्े 
ओर शे ० दोगा । 


यदि क, > न ९ » ०, इन दोनों में अ्रव्यक्त मान के 
१ 


हो किन्तु ना + ० इसमें का एक अव्यक्त मान दो तो ऊपर ही 


री. 


33२ क्‍ समीकर ण-मीमासा 


की युक्ति से और (११) ये से य 5 भ, और र- क में“ 5 के 
. 37 
ओर शे,, मन होगा | « ह ; 
फिर कल्पना करो कि क, शि ह ०, नर शि: .. ० 
९ 


ग ग,, 
० शि ५ कक से 
इन में का अव्यक्त मान नहीं है किन्तु हे का पक 
| | 
अव्यक मान है तो बनत्ज और रू क में ( १२) वे स्तर 


हि - ० और शे, ८ ० दोगा | इस पर से ऊपर की बात सिद्ध 
डे 


दो आती है। 


शि शि, शि+ शि॥ .. , इस समीकरण को जिस पर स्ते 
ग गं, ग., गए 


२ के सब मान आते हें र के रूप में प्रधान समीकरण कहते है | 


उदाहरण 
१ (१-१) य* +र॒ य+ रो -- ३ रू०, (२-१)य+र 5० 
इन में य और र का मान बताओ। 
द यहां झा ८ (२ - १) ये + २ य+रय >रेर 
का ८ (१-१) य+श 
खझ १, सनन्‍य, शि रर - मे ?, शे 5 ० 
.-ख और शि का मदहत्तमापवत्त न ग ८ २ 
(२) समोकरण परम्पा से... रा 


खुप्तीकरण उऊ३ 


क सर ->ररमस ० ओर कार (र- १) य+२ ८ ० इन ये 


थे ओर र का मान जान लो । 

२। २-१) २९ +र२(२+ १) ये + (३ २१-+२- श)य 

+रर ८ ०-7४ १) 

ओर (२-१) ये +र२(र२+ ३) य+ ४ शै - १८७०” ६२) 

इनमें य और र के मान के लिये समीकरण बनाओ । 

(१) को आ और (२) को का कहो तो 

खर २, ल +य, शिशे २ (६-३) य+ २र .. शि 5 ६ और 
शी + (२-०६) य+ रर। 

फिर ख , ८5६, रू, नय+र२, शि, शे, >र-६ -.शि,्ः 
र२- २, शे, ८-१ । 

ख झोर शि का महत्तमापवत्त थे ग र १, परन्तु र के न रहने 


से यह व्यूथं है । । 
हा ७२०२१ ओर शि, +२१--६ का मदत्तमापवक्तन 


रा 


इस्स लिये शि्‌ वर - ४ -+ ०, प्रो 5८ (*-- १) य+नशत"ू 9७; 
डर नि 


रे 
इस पर से ये आर २ के मान जान लो । 
8 श्यरे “(१२ ---३ २-१ ये न २८०, थे «२ + ३े::० 


इनमें खल>!१, रलूनरय, शि+१, शेजप+र | 


938 समीकरणा-पमीर्मांसा 
ख (८१, ल ,स्य-*, शि (८१, शे (८३ै 
ले और शि का मदत्तमापव॑त्त न गू१ और - 5१ और 
शशि 


शि ,८१ का महत्तमापवत्त न ग,६, इसलिये यहाँ थ. ० यह 


अखंभव ओर हक १-० यह भी अस' भव होने से कहेंगे कि 
श्े रे 
प्रघन खिल है | 
७। ये +- रेरघरे--श्य  + रेश्रेय--६शप--ये नी * “हर * 
हा ३३८००-आ, 


और य९---इश्य *+ रेय * + इस रे य-- ६ श्य-- य--२ * + देर * 
पे २++ ३८० की 
इ नें. ख-१, पहिला शेष अर्थात्‌ शिश « 
२(२--१) (शेयर ९२--३) 
....., शिनर--३, शेज्शेय * -- र+-२९--३ । 
खतरे, शि,शे,+८(र२े--रर)प, «. शि;त२०-२९२,शे ,८<फ 
ख३८८, शिरशेर्नर “-रेर--३े. «४... शिरतर- २२-३, 


शे, +२, सूू३ और शिरर-१ का महत्तमापद्तन ग८१ ओर 


अर्स ,.. शोर 
६8 ॥ 


शि+र-.. २० का मदत्तमापवर्त्तन गए5९ ओर गा्सि रस 
रे 


लुप्तीकरण ४७५ 


सह %३ ३८ ८८२४ का और शि.८रऐे--२२--३ का महत्तमा- 
पवत्तेव य २२ हुआ । 
इस लिये शशि १:८७. कॉल्डक 2 बा २२८०,शे 

म द ग, 

नशयरे न गए... ६२--- ३८७८० और * सार रे --+ २३१०-३३ ++०; शे ९ द 
' रश्‌ 

. म्ध्ूय यथा य८० 

आर प्रधान समीकरण र के रूप में 


(२--१)( २ --२२)(२९--२२ - ३ «० यह हुआ । 

५ । (२०-१२) यर-- रय -+- ५र - २८०वआ 

और रा * -« भय -- धरन्ण्लका इनमे यं अ्ौर र्के ह्ष्यि समी- 
करणा परम्परा बनाओ | 


यहाँ आ कार से गुणकर तब का के भाग देने से 
अभिन्‍न आता है ; इसलिये ख>र और शि शे-(१र-- ९०)य + 
रे + घर... शि>१, शे-(३२--१०)१+ रे + दर । शे का भाग 
बय में देने के लिये और ल, का अभिन्न होने के लिये व॥ की 
पहिले ३९--१० से शुशा देने से फिर ३२--१० से गुण देने से 
अर्थात्‌ कः के! (१:--१०)* से गुण देने से ख5(१२-- १०), 
शि,शे ,जर२* + श्र + ८७२९ - २०:२२ +१००२। 
इस्तलिये शि,“र* + १शर२५ -- ८७२९-२० ०१२ + १००२ और 
जे ,ज+रे ! ४ 


ह श्ध शव 
ख ऋोर शि का महत्तमापवत्त न. गर! | अर ह _९ ८ 


७६ समीकरण-पीमांसा 


्चू 
7 ) रे ि ही 
सा रा ध्र--१०) ओर स्ि, का महत्तमापदत्त न 


ग, थ्ट्र ह्टे | 


४ श्र + ४७ १९ - २०० गो के १०० र 
ग, 

व्यू एर४ं + १२ २ ८७ २१ -- २०० २+ ६०८८०, शेर 
(३ २-- १०७) य+र* + दि २८० 

इनसे य ओर र के मान विदित हो जायंगे । 


२२० । २१८ प्रक्रम के (३) से जब सिद्ध है कि--यह अभिम्न 


ल' को बराबर होगा तब कह सकते हो कि ख का एक छोटा माय 
ऐस्ता हो सऋता है कि जिसके वश से स्ंदा गरर दो। इसी 
प्रकार ख,, ख॑, ------ के मान ऐसे ले सकते हैं जिसमें खत, 
ओर शसि, का, ख ओर शिर का, इत्यादि का महतमाप- 


वत्तत १ ही हो। इसलिये से ओर शि, का मदहत्त मांपव- 
चननर्य, (गर हे और ख, और शि, के परस्पर दृढ़ होने से) 
वही होगा जे कि ख ओर शि, के होगा | और -.! ओर 


शि, का महत्तपापवत्तन ग, होगा। इस प्रकार आगे भो ज्ञान 


सेना चाहिए | 
यदि अन्त में शि जैसा कि २१६ थे प्रक्रम में मान छिया 
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है कि शि, यह य से स्वतन्त्र है, शुन्य के तुल्य होता शे, यद 
आ और का का महत्तमापवत्त न होगा | इसलिये शे, ८० इस पर 
से २१७ भ्रक्रम को युक्ति से य श्लीर र के अनन्त मान झा खकते 


है, और *_ - ०, और ->० इन समीकरणों से पूवरत्‌ 


पक्रेया करने से य और र के परिसित मान भी आबगे औद तब 
(२) की समीकरण परम्परा में श ५ के भाग दे देने से 





जि रे जि 
'श__. झौर ८ ८० , " ८० और --+०, - 
ग श य्‌ श्‌ मर 
+> ० और--*-८ ८ 
| 


बे 
. इनसे य और र $# उन परिमित मानों का प! लगा 
सकते हो । 
जैसे य९५+र थे -(र+ १) य+र-रष्लण्ल आ 
बेि-रय-- (२० + ६ २+६) य+ 7२ + ६४९ + ६२८८ का 
यहां. का से का भे साथ देने से ख-६ ओर पहिला शेष 
पश्रिय +(श2श+ ४) प- (२९+ रेर २+ ध्र) 
इसलिये शि>२, शेलरय' +(रेश + ४)य- (र२ + रै२  + ध्र) 
शी से का में भाग देने में का का र से गुण देने से फिए एक 
“बार भाग दे देने पर अमिन्न लब्बि के लिये र से शुण॒ देने से 
अथांतू का फ्लो र* से गुण देने से। 
"काल +, शि,शे ,८२(२ २ + देर + २)(य--र) 
: इसलिये शि,-«८(र२९ + श्र + २) ओर शे (न्य- २ 


छा: समीकर णु-मी मांस! 


शे, से शे में भाग देने से शेष कुछ नहीं बचता इसलिये 
जि. >० तब ऊपर की क्रिया से शे (न्य--र२<० इस पर से थ और 


र के अनेक मान आवेगे और --८«(रर +#२+ २) ८० 


कप 3२ + ३२ +- २-० और , --न्यर -+शरे + ३१-+- ४-० इनसे परि- 
५ | 

मित य और र भी आवगे । 

२१८ प्रक्रम को क्रिया में यह मान किया ध्या है कि य और 
र के अनन्त मान नहीं हैं। अर्थात्‌ आ और का के मददत्तमा- 
पवस न से आ और का का भाग देकर जो लब्धि आवबे उसे 
आ ओर कः के स्थान में रख कर तब २१८ वे प्रक्रम से सब दा 
क्रिया का आरस्भ करो 


अभ्यास के लिये पश्न 
१॥। खिद्ध करो कि य+२००, य*-रर + ३-० ऐसे दो 
समीकररण नदीं हो सकते । 


बह थ+र२-.. एज०८य न 2 .00 ४३-८० इनमें प्‌ ओर श्‌ बट साम 
बताओ । 


यहाँ शि ८ (४-२)९ + २९ -- ८२, ख>! 
है आम + ह* >- ८२८०, का रूप + ३ -+ छ ८८२० 
३ई।यर+य र२+२ ४६७०, यत+यरेरर +२९-....६३१८० 
इनमें गए ओर र के मान बताओ । 
यहाँ ख - १, धि> -£८, शॉ->य २-१५, ख्थ,र क्‍ 
शि,८८२ -- ३४१९ -- २२५ 


लुप्ती करण ४७६ 


ओ,+', ख ओर शि का महत्तामापव न ग॒ -- २, 
खसख, 
रं 


> ० हि झरण - ३७४ २ + २२५०० ओर शेज्य २-- १४५-७ 
£ ६ | श 


क ञश्ि | न दक्तमा नल 
सार शि,क्कर -अेधर  + १२२० का महत्तमाफत्त न थ (८१ 


84 याौ--२ ->(य+२)-आ>०, यर+र९ +यक २--- 
(ये +र२१)- करू» इनमें य और र के मान के लिये समीकरण 
बनाओ | 
यहाँ ख १, शिन्न रे (रो --२--अः + रअ २ - २-8) + ऋऐ 
-झ-क, शे ८ १,छ और शि का महाक्तमापवर्तन सर३ 
8 अर [रे -र२-आअ,  + र२आअ र९--२--अ) ने अरे ...>हअ-- क-० 
शझतीर का>परे + र---(य +र)-- ८० 

. यदि समीकरण को तोड़ कर अध्यक के मान ले आशो ते 
थ (य- १)८३ [अ+२/(२ आकर क-्झ ) 
व (२--१)७०३ [आ-:./ (२ आ+ २ क -अश्र* )) 
भू । ये + ६२५९ + (ऐररै--र + १ )य+र* - श रे + २३००, 
यरे + शश्य +-२९---२८०, इनमें य और र के मान के दिये 
समीकरण बनाओ | 
यहां २२--(५००, ब+३८८-० ऐसे समीकरण बने गे 
है। य' -- २१६ ९ + २१(२-- २)य + र॒रै --+ ४८० 
यरे + ३२"थ + रर॒रे-+ २ + २८० इनमें य और र छे मान 
आानने फ खिये समीकश्ण घनाओ। 


छ८० द समीकरश्ण-मी माँसा 
यहां र--२७००, यऐे--रश्य + रस रे---५३२ + रेजझ9 और 
र र-पर + ६८०, ब--२+२८० ऐसे समोकरण बेगे। और र 


क झूप में प्रधान समीकरण 
(२--२)(र*--शर +- ६$)<० ऐसा होग' । 





5 _ स दी 
१९५--अकाणुक | 
२२१। चलस्पर्द्धी, अचलस्पर्दधी । द 
१२६ व्‌ प्रक्रम में ज्ञॉ सका मान है उस लाघव स्ते 
(अ,अ, , अ,,....... . --उ्त ) य, ६) 
इस्स सदड्जेंत स प्रकाश करते हे । 
इसी अकार ( अ,, अ,, अ२; . .........,श ; (ये, रह | 
न(न-रै) 
२! 


हा 


स्अभ्यानन अभय '२+ अयरने रे इ 





+ ५०० -+ ने अन  उय है  + अ २ एसा माल 


खत नर (अ५, 33004 8 0 चर) ६ घ, १)” इस्समें अच्यक् 
मान क्रम से ३. , इ२ , ३६, .... ३. समझो ते यदि इनके अन्तर 
से बना एक तद्गप और घुवशक्तिक फल फा हो जिसमें सोपान 
की संल्या से हो ते फा में इ,, इ,,... ... ...इ+ के स्थांन में 
र है द हे जो ' 
आई आओ मम मल मय हम रा ड्व्थापू है 
तो सर --- सदा सवाल के ओोफा व 


प्रकोण के छघ१े 


मान हो उसे श्रमित्र करने के लिये न इससे गुण देनेस यदि 
गुणनफल में य रहे ते। शुणनफल को सर का चलसपर्दधी ओर 
यदि ब न रहे ते उसे स. का अचल्तस्पर्दधी कहते हैं । 

यदि फ्ा में प्रत्येक अव्यक्तमान का समान ही घात से 


न दर ॥; 
हो ते ऊपर की परिसाषा से सल्‍ का अचलस्पर्दीऑअ  फ्रा(अ, 
अ७ 9 “ अन) ऐसा होगा । 


यदि स ८०,प्त ८०, सभ्त ० इत्यादि के सूलों के 
अन्तर का तद्बपफल पा हो जिनमें से, से।', से! इत्यादि 
खापान हो तो ऊपर की परिभाषा से प्रत्येक अव्यर मान इ 


इत्यादि के स्थानमें पज् इत्यादि के उत्थापन से ओर अभिन्न 


के किये , सस्पेंस 

इत्यादि से गुण देने से यदि शुणन फज्न में य रहे तो र. 
मा सभ्‌ इेत्याद परस्परा का चलस्पर्शी और य न रहे तो उन्हीं 
परम्परा का वह गुणन फल अचलस्‍स्पर्शों होगा। ! सोपान के 
लिये १६६ वा प्रक्रम देखो ) 
२२५१ । कल्पना करो कि 


- झरेंए | फिः 
अर फा (६६, .६३,३॥, - ---- रन | पि हि रे कव्0:--- अक् 
इलम अच्यक्त मानों ६. ,३२ इत्यादि के स्थानों में उनके दृरात्मक 
मान के उत्थापन से और स. श्र ,»,,... इत्यादि के स्थानों में 
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अत,अत _ ५,अत.. « सेयादि के उत्थापन से अर, फि (६५३ ३३००: २) 
न्‍्नफी [झिलज _ (मे २५ -००--- अ,.) जहाँ अठ्यक्त मानों का 
. कोई तद् प्‌ फल कि है और फी तत्लंबन्धी समीकरण के गुणकों 
"के रूप में मान है । द 
अब फिर इ,,३२,-----:ईत्यादि के स्थान में इ ,-य,३२ -य, 
नि इन-य इत्यादि के उत्थान से ओर अन,अ्र+-६ ---ईत्यादि 
: हे स्थानों में १२६ वे प्रक्रम से सल्‍,सल - ६---ईत्यांदि के उत्थापन 
से सल्‍ का चलस्पर्शी 
कक फि[इ,-य३२-य,... - इन) >फि (सन्त - ५ - -- 
स,,स,) ऐसा दोगा। जैसे | 
२१) सतत्आअयर + देश १ + पेअ, य+ ३ ८२० 
इस्तमें यदि ये के मान इ,, इ५, १६ मान लो तो इनके 
अन्तर का फल... द 


फू[ >>. ई (६५ “ई२) + (६, - ३४) हू -३9)* : 
'पेसा हो तो १७१ के प्रक्रम से 
फू १८४ (झ, अर, 9,)) ! 
इलजिये मानों के उनके हरात्मक भानों में बदल देने से . 
ओर अ श्र, ,. . . इत्यादि के स्थानों में छह अन-२,. -- फे रखने से 
न कर आर 


जिशलयमातलकनकल्काप-गमक,. 


क्‍ इरैेइ २३३ इश्क इरइ रह 
ने (३३ (ई२दे5/ 74 (६६३५-६८) + 8 ६३-६२) 


: प्रकीण क ध्प्य्यू 


न-रैप (अत २०-अनशभ्रक्न-२)5०१८ ( अ३--अ ,अ३ ) 
इस्समें दूं ११ इ२ बे ५ डे इनके स्थान मे £ श्‌ जाय, इर२ ल्‍्ः्न्न्स इ्३ ++ण््दे 
इनके उत्थापन से द 


अ0० ६ (६३-य)* (इ२--३ ,)"+ ( इ२-य )*(इ (--६३ ,) + 
(इ/-य) (६६-६२) |८-१८ (सर--स , स३ ) 


इसके दूसरे पक्ष में सर,त ,, स, इनका उत्थान १२६४ 
अक्रम से देने से ओर लाघव के लिये १८ का निकाल देने से 

सर >स/स३ (अर श्र--अ ३ )यरे +(अ अ--अ, अ३) य + 
(अ/अ३---अई) यह स३ का चलस्पर्दधी हुआ। 


२। इसी प्रकार चतुर्घात समीकरण में अर्थात्‌ स, --० इस्क 
में यदि य के मान इ,, इ२, ३, , ३, हों और इन के अन्तर का 
फल-फानच्चई यो(३ २ -३,)१ (इ--३, ) तो १७१ वें प्रक्रम से 


फा-र७४ ( श्र,अ, >घ्श्र,ञश्र, +३झ३ )--२७ मा (१२२ प्र. 
देखो) | श्समे इ ,, इ२, इत्यादि के स्थानों में उनके हरात्मक 
मानों का और अ्र,, अ, ,... इत्यादि के स्थानों में उनके स्पर्द्धी 
अत, जन २-- इत्यादि का उत्थापन दे ते फ्ा ज्यों का त्योँ रहता 
है; इसलिये यहां फ्ल[-फि, पुनः फि में इ,, ३. ,---इत्यादि के 
स्थानों मे इ ,--य, इ२--य. . इत्यादि के उत्थापन से भो ऋन्‍्तर 
करने से इ, , ३३ --- इत्यादि के अन्तर के रहने से और य के न 
रहने से स, का अचलस्परद्धी अ,अ,-ध्ञ,अ, # देअरे-भा यह्द 
होगा । 


३। इसी प्रकार यदि चतुर्घात समीकरण स,-० इसमे 
४ 


श 
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फांज्म३ ((६, -इ,) (६२-६६)--६. “ई२) (६५-३७) 
((इ -इ२) (६३-६५ )(३२ से इ्३) (३९ ण ४, )) 
(३२ -“इ३) ६१-१५) --(३६३ ३१) (४६२ “इ,)) 


प्ःछेरेश्‌ ञअा श्> के रेअ,शअश्र २३ ्ञ अ डे न] रे अ--भ हे ' 


ज छा (१२२ वां प्र. देखो) 
तो यदी छ., का अचलस्पर्डदी होगा । 





२२२ । चलस्पर्द्धी वा अचलस्पर्डधी में अव्यक्त मानों के घव 
शक्तिक फल फा होता है ओर उनके अन्तर का भी यही फल 
होता है । इसलिये चल्नस्पर्दी का रूप 


सर ॒ यं ये 
य प्र प्द्चा (६ 0 प्प डे श्ः य का 


से। सेापान और धु भ््‌ वशक्ति का द्योतक है । 





कर 


अव्यक्त के मानों के अन्वर का फल फा होने से 





होगा; इसलिये २ जोड़ने से और प्रत्येक का य से गुण और 
भाग देने से चलहूस्पर्द्धी द 


सा 
फ्शा 





इशय इश्य इ्य ) ऐसा होगा १ 
“ये इर थे -+-*--- इताञय 


््य् 


जिसका लघुतम रूप 


प्रकीण क डंव्पू 








श्र॒ सो नशम्थो--रेभ्र रे १ 
(-१) स ये फा( रहा हा आर 53 26४५ «४ 
डर 
१ जे) ऐसा ड्ोगा जहाँ 
इन 
१ ( १ १ 
सर भय ने व 5... हैं... >जननाआओ 2... ही ४ ७४ कल 
के हु («८ ) य इर य॒ हँंत 
इस पर से सिद्ध दाता हे कि 
चलस्पद्ध --- फो ( य य 
ययृ दूृ ,>चय 9 इू,ल-्य यश हर 
५0025, 4 
इन्नल्नय 
१ य 
त्तफकां ( हे इज न इुण- चर ) 


यह अविकृत रहता है यदि इ,, इ२, --, इस, य इनके स्थान 

में इनके हरात्मक मानों का उत्थापन दे ओर झअ,, अ,, अर ,-** 

अन इनके स्थान में अमर, जन, अत २५:.....॥० का उत्थापन 
भु न सोा--२ धु 


दे” और उत्पन्न फल का (--१)य इससे गुण दे। 


इसलिये यदि म घात के किसी चजस्पर्दी का परू 
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(का, का, का २) - का.) य; १): ४: 58 के 
पैसा हो तो ज,; श्र,, अ२,....-.अत) य के स्थान में अत 
ते 5३३ “मल ,अ०, | के उत्यापन से वही 
७ (खा, खा, ,..... खा; )(य) १) ------(२) 


इस झूय का होगा । इसे (१) के साथ तुलना करने से 


सज्न सेा--२ भु, का ५०( ८: १) खा, ... फ कातुर[++र ) ७; _5 
अपर 23602 7) 
(२) का (१) का संबद्ध कहते हैं और (१) का (२) का 
संबद्ध कहते हैं | ु 
(३) से सिद्ध होता है कि यदि (१) के किसी पद्‌ का 
गुणुक क्‍ 
फ्री (अ, श्र, अ२,..---- अ.) कान हो तो इसके संबद्ध 
रूप 
खाप्च-+ ++ प्द्री 2 झा) ( + १) व्यह होगा 


(१) यदि अ का का यह अचलस्पर्दधी हो तो इसका संबद्ध 
भी अचलस्‍्पर्छी होगा; इंसलिये म८०ल्‍नसे-रथ्ु .. नसे-रशभ्ु 

(२) विषमघात समीकरण के अचलस्पर््धी में सम सेपान 
रहेगा क्योंकि (१) से यहाँ पर नसे-रथ्ु पेला होगा । परन्तु 
न विषम है, इसलिये से! अवश्य सम होगा। और धुन का 
_ अपचत्य होगा । 


प्र हणुक ४८७ 


(३) समधघात समीकरण का चलस्पद्धी भी समघात का 
होगा । क्योंकि न के सम होने से चलस्पर्द्धी का घात 

मच-न सोा--श्धु यह भी सम ही होगा। 

(७) दो चज्ञस्पद्धि यों का प्रत्युत्नन्न मी खम ही घात का 
मुख्य समीकरण के पद गणकों के रूप में हागा। क्योंकि प्रत्यु 
त्पन्न के घात की संख्या यदि दोनों चलस्पद्धियों में सोापान 
ओर घुवशक्ति को क्रम से सा, से; शरु, भु' माने ते 
से। ( नसे - रन )+ से। ((नले--२धु 5२(नसेसे। -- से।भु --से भु) 
यही होगी जो रूम है । 


उदाहरखण-। 


किक 


१ | दिखलाओ कि दो समीकरणों का प्रत्युत्पन्न उन दोनों 
का अयलरूस्पर्डदी हैं। (२१६ प्र० देखे) द 
२ । यदि सब्य््यर + रेप + श्खय-+ ग-० इसमें अब्यक्त 
मानअ, , अ२, अ३ दो और सल्ञ्रयरे + २क्रय +ख' ८० इसमें 
अव्यक्तमान अ ,, अ' २ हो तो 
(अ२--अ३ ! ले हज: १ ) (अर र२ हे +(अ३- ०) 
(अर) (अ२--अ २)+ (अ/--अ२) (अ३-भ्र २) 


(भ्र(-अ २)८फोा इसका मान समीकरण के पद्‌ गुणकों के फल 
में ले आवो 


यहां १६८ व प्रक्रम से 
--अ रेशा फ 5२६ [अ (रग--ख * )--क ( अरग --कख ) + 
(अख्त-कर)) 
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२२० वें प्रक्रम की अन्तिम युक्ति से दोनों समीकरणों का 
यद्दी चलस्पर्दधी होगा । 


२२३ । (अ,, ज,, अ३२ ,-*- -* अ) (य, १) ८-० इसमें अव्यक्त 
मान इ , ,इ२ इन हो तो 


सो 
हा, फ्ा (हू, 5 इं२, ७०१०४ (इन)  फी (अ०, अर, * »«- अं. ) 
इसमें इ, , $२, ... ...इ+ के स्थान में ३ (--य, इ३--य, ... ... 
इन--य इत्यादि के उत्थापन देने से १२६ वे प्रक्रम से 


सा 
फ्ा (१ शृ बन्द इतय, >म्न>मभन $ । + य) 
>फी (स,, स,, सर,...... .. , सेल) 


चलनकलन के ६८ वे प्रक्रम से ओर फी में य* इत्यादि 
के छोड़ देने से. 
स५ जे ६ / हि कर स,तच्अ, न अकय, सचज्अर२र न शस्श्रय &ं४ ४४ 
मय तलाफा 
सत्भय + नभत_ (य पेसा मानने से त- + - ० 
| ता इ, ताइई, ताइ, 


तवाफा ता खा | 
शैः न कक न _ता फां 
ताइज प्ताइ, ताइ२ ता इ/ 








७जांओओं 
िजमम«मन्‍क»म»»भ»»म«»+०++क+० ००)... परवान, 
कर + कक अर 


इस खसदछुत से प्रकाश करने से ओर 








ताइ, ताइ२ 
+ ----- 5--वि मान लेने से और 
ताइत 
हि | 
ताफी पक ताफौ कर हि फी 


ताभ, ताभधर ता अ, 











प्रकीण क ४८& 
ले 
रच 0 जि झ,्‌ दि ५ «मी गुड '+ ७ «० ४ नै 
तार १ . सा श्र, 
. ता 
3 अश् ५ ताश्रन )फी ओर 


ता 
श्र ् 
ला 








ता 
न अत. $। 
ता) भ्रत 


ऐसा द्दो तो यदि फ्ा. ष्द् फा (है ५ 9 इ२, ३३९ डूय ) 
ओर फी . < फी (अ, अ,३ आ२,..---.- भत) 


(फा,+बि फा, + ---विष्फा, + :..... ) 


न्फी-+पवी फी, + ..- --- ---दोगों समीकरणों में य के गुणक 
मान करने से को 


झा विफा (६,,६३,........ ३.) - 
यी फी (अ, ५ अश॥ अ२, ७७,३४५ ०7७:३ ,अन ) 
.._ यह समीकरण दिखलाता है कि फाा के जि से वरूव्यक्त 
मानों के रूप में जो तद्र प फछ होगा वही फी के ची से समीक 
रण के पदगुणकों के रूप में आवेगा। 


फा ओर फी ऊफे स्थान में वि फ्ां ओर वी फी के हंनेसे 


ऊपर दी की युक्ति से सिद्ध कर सकते दो कि वि'फॉाॉतन्तफी 
इत्यादि उत्पन्न होंगे । 


88० समीकरण -मीमांसा 

यदि वि फूर[-० ठो 5 फू इत्यादि भी शून्य होगे; इसलिये 
ऐसा स्थिति में क्‍ 

फा (इ,--य, ई, - य.. .... इत्त- ये) इसमें य का नाश हो 


जायगा, परन्तु ग॒ का न रहना तभी संभव दे जब कि फा (३,, 
6 इन) यहे अव्यक्तमानों के अन्तर का फल्ञ हो। 


इस पर से सिद्ध होता है कि यदि अ, 7 फा[.<वी प्री ५5० 


वो झआ, वी छ्ली 5० तो कहंगे कि अव्यक्तमानों के उत्तर का 
फल यह फ्ा है। जैसे 


उदाहरण 


१.। अव्यक्तमानों के अन्तर को उस फल का मान बताओ 
जिसमें सेोपान ओर घ्रव शक्ति दोनों तीन हैं । 


मान लो कि बह फल ऋफततआ अ्अभन, +काआझ, अ, अ., 
+ख। अ, * (१६६ प्र० देखे! 

तो वी फू+- (श्आा +का) अरे, + (रका + ३ खा) अ रऐज | ८० 

इसलिये ३आ-+ का+०। २:॥+ रेख/-० | 

यदि मान छो कि अर तो का+--३, खा>२ | इनके 
डत्थापन से ह गा 

फूअज- , अ,--रे अअ,»9२ + रे अर | क्‍ 

यदि अक्यर ब्पून शेअ, ये न्चूल श्जञय न देर तय 9... »०+५ ३५०५१ +७० --(१) 

इस पर से ३८ वे 7 क्रम की युक्ति से एक ऐसा नया समी- 
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करण बनाओ जिसमें दूसरा एद्‌ न रहे तो वह समीवरण 


ए+ है; 6.,बर-क र+ 


हू अर 
दे (अट्ुअ|--शेआ, अ, श्र, द 


पेसा होगा। इसभ यदि 


रे हि 4 क् ज्क 
अ.अ२>-अर हा और जे अ३--"४३ अ८अशअर + *अज | नल्गा 


तो ऊपर जो फू आया है वह गा के ठुल्य ही है | ऊपर के 


त्त 


घन समीकरण में यदि अशरन्‍ल तो गे ., इसके व्त्थापन से 





छ. 


ब्ज्ञ ह गा 
३ + _- हाल +-३-5 वा रूर +४ दाल +गां-० ...(३) 
श्र ६ कप श्् हि 


७ 








हा ओर गा ये घन समीकरण में बड़े उपयेगगी हैं | 


२२४। २-१ व॑ प्रक्रम से सन्च का चलस्पर्द्धी फी (स., सन - 
..-.-. ---स०) यह है जिसे यदि फी कह ओर जब य-० तब फी- 
का फीजफी (अ, अत २५----- --. अ,) कहें ओर ऊपर के 
प्रक्रम का सड्जेत वी अहण करें जिसका नाम कारक कहो तो 
चलनकलन से ओर वी काग्क से 


फीत्फी०+बवीफीन्त वी फीट ४ 7४ + कृत पि> 
“5०5 3०५ २०5 गे 


यहां फी, का बार बार वी लेने से मोन बदल्लता बदलता 
जब फी (अ(, अ,,... ... ...,अन) ऐसा होगा तब यह अबव्यक्त- 


४६२ समीकरण-मीमां।स 


के मार्नों का अ्रन्तर होगा | ३२३ बे' प्रक्रः की युक्तिसे फिर _ 

आगे इसका वी शुन्यके तुल्य होगा और फी के श्र ढी रूप मान 

में आगे के सब पद उड़ जायंगे। इसका मान फा (१, , $२५ 
इ ) के वि कारक से जान सकते हैं | जैसे 


उदाहरण 


१|अ,यर+ इेअ,यर-+-३ अ,य+आअ॥ 5० इसमे यदि श्र, अ३ 
--अरे >हा और १२५० व प्रक्रम के उदाहरण को लेने से 
अरे योइरे ( इ२--द३ )' 5 १८ ( अ३--अ५ अ३) 
तो यहां फि, क्‍्ञअ/ यो इ१३ (६२-६४) न्‍फी, 
जप (अरे >अशभज३)८ फी, 
बाय पक्त का वि और दहिने पक्तका वी लेने से 
->भरे यो २३६ (२-३६) १८ (अ,अ२- ५०५ ३) नचीकी | 
फिर वैसी ही क्रिया करने से 
(अरयो ९ (३२-३३ जर३६अ१-अ,अर)न्वी फी, 
किर वैसी ही क्रिया करने से दोनों पक्त शुन्य के तुल्य 
ड्ॉंगे । इनका उत्थापन फ्री में देने से और - १५८ का भाग दे 
देने से 
(झझ-अर )-(अ,अ३-अ,अर )य+(अ,झअर -- भ, ) )य रे 
यह चल्नस्पर्दी का रूप हुआ जो कि १२० वे” प्रक्रम के 


डदाहरण में भी सिद्ध हुआ है। देखो ऊपर के चलस्पर्द्धी के य* 
का गुणक हा है और हा का वी शून्य होता है; इसलिये हा के 


प्रक्षीण क . ए&३ 


 अ्रधान गुणक फहते हैं। इसी प्रधान दा से की (०. झ्,,... ... 


'अ.) यह बना है | इसी में श्र,, अ, ... ... इत्यादि के स्थान में 
इनके स्पर्डी »., भर, ... .. इत्यादि के उत्थापन से फी, 
बनता हे । फिर फी मे अत, जज २9. ... . इत्यादि के स्थान में 


सन, सन- ९) -- ---ईव्यादि के उत्थापन से चल्लस्पर्दी का रूप 
दोता है । 


२। आशय" -- ५ अ,यर-- ध्य ये -- ध४श्र/ ये -- भर ८-० इस्त 
चतुर्घात समीकरण का वह चलसस्‍्पर्दी बनाओ जिसमें प्रधान 
शुणक हा हो । 


हा-अ,अ२ - भ३, और चलस्पर्द्धी चतुर्घात का समीकरण 
'होगा। क्योंकि यहां सा-२ और भु-२; इसलिये २२२ वे* प्रक्रम 
से मनत से - २ धु४ २ ३-- २ ५ २-४ । 


अ,, भ२) भ | इनके रुथान में इनक स्पर््धी भ्र,, अर, अ, के 
उत्थापन से 


वीर फी- २ (अ्भ्र,-२ शअ्रआ -३ अरे ४ अ, 
ने रे (अध्अ३ करे अ,झआ, > हे आई ). 
वो! फी >२ (४६ #,७, +२ अधभ्र/- (४ अ,अ२+ध्ञ, अर ) 
द ले ४ (३ेअभभ/-रेअ,ग्रर-२२ (अ,अ, -अ,अ_३ ) 


8&8 समोकरण-मीमसासा 


ची* फी, ८ १२(३ अ,अ२ ->र२े अऔ३- अ्र,अ२) 
यश४ (अ,धअ -अर) 


इनके उत्थापन से चलस्पर्द्धी 
(अ, भ्रर आर )य* -+ २(अ अ३ “अ,आ२)प ः (अर भर, हस 
२श्न,अश्र३ -+ है अर) ये 
+र (अ्अ, -अर ४३ )य+ (अश्अ, ८५३  )-हा 
२२प | कल्पना करो कि (आअ,,भ्र अर, ......, ४.) (ये, र)े 
के दो चलस्पर्द्धी 


५ (का, का, | का ...... , का ) (य, २)" ऋका, (य-क,र) 


ओर (सा, «सा के 2०५४६ 'खाद् > (य, २) व्यूखा, (य हक 


> प(प-९१) पा 


«००००० ०-- “ फैाए २ ८-०७ 


देने 


र का भाग दे देने से 


का, कु +प का, कहूँ '+ कक का फत २. 


खो की >फक्रोडी 


का ८-०७... ... ... ... (१) 


जो 


२२३ वे प्रक्रम को युक्ति से का,, का, ,---:-- काप को 


११ 


मुख्य समीकरण(तअर.,ञ ,---अ )(य,न) के अधष्यक्त मानों के फल 
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ग प प-.. - 
होने स्‍्ते बिक्रा ६८०, परवका  >पका ,- नद्न १) का /<पर्का | (प--१) 


सल्िये 





-_-३९, प्‌ प-- हु 
वि । का/कत नै पका ३कत के ूयज] )ैकार करती * नै 


है 


कक +भ का कक भर ७ केस केक न काएु डर 


- पका#फर्ता 'विकतर्क पका (कर्ता  + 
प(प--१)का, कत विकत +प (प-१) का,कर्त + 
* पका&कर्ती १ (१--विकत )+ [पप- २)का कर्ता | 

(वि लव 5 बरी अमल क 


प्‌ का ०कैत १ (प नन्हे हे ) का, करती 4 न शा पा 


क्र के काया. साकार 


» का- कह -- , ..... ... + कात ५) (है + शिकत )>० 
इसलिये पिकित + ९5० -.- वि कक्‍कतता- १ 
ह्स्ती प्रकार वि ख, -+- ९-० . , विख थे 5 श्‌ 
«. वि (कत- खंथ) ८० 
प्रन्तु क+। -खथ का वि तभी शूल्य होगा जब कत - खैंथ यह 
मुख्य समीकरण के मानों के अन्तर का फल होगा । 
इस पर से सिद्ध होता है कि 
दो चहूस्पद्धियोआकेक्तव्य मानों के अन्तर का फल 


४&< समभीकरण-मीमांसा 
मुख्य समीकरण के अव्यक्त मार्नों के अन्तरों का फल होगा । 
२२६ | वर्णान्तर के डत्थापन से सत्र का मान जो स' ८ 


कक कर ते 
दौता है उसका अच लस्पर्दधी स+ के अचलस्पद्धी को की त' 
इस कनिष्ठफन्न के भु घात से गुण देने से दोता है । 
किक तले नी 
कल्पना करो कि स+ के >> म अ ऐसा मान कर समी- 
द्य +ते 
करण का रुपान्तर किया और स. का अ्रचल्नस्द्धी 
धपह-- सा रे दब पल प्कू हे 
>आ यो (६, “>इ२) (६२-३३)  «-. ..- (इ, -- अ.) 


: जहां प्रत्येक अव्यक्त मान के से तुल्य परमघात आए हैं। 
तो रूप/न्तर किए हुए समीकरण को से'५ कहा तो इसमें किसी 
दो अव्यक्त इ ओर इ' के मान ऊपर के य मान से जो 


+ शो लू ले. ४०५. ३५ 58 38 
पक हि यह सिद्ध दोता है उसमें उत्थापन देने से 
के 





हर हि तइ,, 5 _ कक तइ्ध् दल 
। द+-दंदथ .... द-दहप् 
हु -इ धत- (दूत '-दुत) (इथ- इंध) 
न नई: धा दल) (<-दइप) 
द्‌-द इंथ) (द- द इ५) 
ओर सर््त्अ / (य- ६ ९) (ये +- ३२) ५७७०० (य -६>.) 


(यदि अभिन्न में रूप बनाओ तो) 
जहां ज ,>अ० (द- दइ,) द-दइ२)--०-द- द इस) 
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अब यदि इय-इफ्ईसमें थ ओर ८ के स्थान में १,२, २,३ 
इत्यादि के उत्थापन से सत्र का अचलस्पर्दधी आ/ बनाओ और 
शा, के स्थान में अ, का उत्थापन:दो तो दर के उड़ जाने से 


का [दुत -दत) + भा... ..... .... ... ---(१) 
ऐसा होगा | 


इसी प्रकार यदि स॒का चलस्पर्द्धी 


फी (योलआ, यो (इ५ श ३२) (इ२ “१३ ) 42४20 ४४०४ 
(य-३,) (य-इ २) 


जा कि फ्री (०) के आवार अव्यक्त मानोंके फल फीमे इ, 


६२, .- - इन इत्यादि के स्थान में--य-+ इ, , ० य+ ३२५ .-- --- --- 

-य+इन के उत्थापन से उत्पन्न हुआ है । (<२१ वाँ प्र० देखे।) 
तो स' का चलस्पर्द्धी-(दव -द त)मु फी (4) होगा। ब्योकिः 
ऊपर की युक्ति से जब फ्री (3) के आधार फनश्न फ़ि में इ ९, 

इ'२,... ..- इत्यादि का उत्थापन दोगे तो हर में 


(द-दइ,) (द-द ३२)... ---(३-द इस) इसका से घात 
रहेगाजो अर ! सो इस गुणक के कारण नाश हो जायगा | फरैवल 


० । 


गुणक होगा । २२४ वे प्रकम में फ्री , के वी से जो चलस्पर्द्धी 
आया है उस से भी यही सिद्ध दोता है । 


गुणक श्र यह रह जायगा ओर (दर्त-दुत) का धभु घात 


छ्&८ समीकरणु-मोमांतला 


२२७ | यदि ६; 
न 
सप्स्आ ५ य +नगञ् (या र-- बम १) 2 0 कक श० 8 की मल 
अअनर 


ऐसा भुवशक्तिक फल हो तो 


व लकप प _ > य इसके स्थान में तन को अभिन्न करने के लिये 


ये. देश तर छू पते पेसा मानना चाहिए 


श३ दर्याकतर दल +त 
- जहाँ ब-दय + तर” और र-दय + तर ओर 
सत्ननर (अलग + नअ ,छ २ +...... + अ. ) 
- (दब +तर)त औ अ० (दय + तर)” | नञ्न , (दर्या +तर')न7१ 
(दय' हि तर)" (दुय--त'र )न- कक 5 अकाल कह. 
प्ञ ,(दुय +तर' ने - न , (दय +तर )न-7१(दय + तर) क +*+*«« 


इस पर से कह सकते हो कि एक अव्यक्त के फर्नों को दो 
चणालब्तरों क शुवशक्तिक फलो के रूप से बदल सकते हैं । 


अर्थात्‌ यदि स ज्थू,य »नग्न,यो १ २+ -+---- +र इसका 
अचलस्पर्दी आ हो और य ह के / ऐसा मान कर उत्था- 


पन से स ' का अचलस्पर्दी आ' बनाओ तो 


आ'“-(दत -दत) आ इसमें त ओर त' के स्थान में तर 
ओर तर के उत्थापन से 
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| पदक धर ० क.. 
शा ८ ( दूत -दत ) >ग्रा ऐला होगा। 
सत् न र॑ (अर 0जगं +नश् (लग ! + --*-* +अज्ञ ) 5 ० 
तो से के अपवत्तत से अ,लोी +नञ (ली! +**+ + अत ० 
इसमें ल के वे ही मान होगे जो अ,य +नश्वश्यो | +****** 
+अथ २ ० इसमें होगे ; इसलिये | 
(अर, ५)“ “५अन) (य,१)” इसका जो अचलस्पर्डदधी होगा 
वही (श्र,,भ २,“ +अन) (ल, ९)” इंसका अचलस्पद्धी होगा । 
(अ« 4 २ १ २३१ ४7 अन्न) (य, र 8 इसके इ््९ ४२,६३५ “** “कल 
के मानों के रगुणित तुल्य मान (अ,अ(, ० अत) (ये 
इसके होंगे । इसलिये इसका अचलस्परद्धी पहिले अचलकस्पर्द्धी 
के २० इससे गुण देने से होगा । 


अल +- नञअ ,ली * + -०***: +अ. 5० इसमें ल तर कद 


मे य त्‌ शा ० पृ 
स्थान में रुबफलर अर्थात्‌ य के स्थान में दु+तर' का 


ओर र॒ के स्थान में दब +त'र' का उत्थापन देने से इस 


नये समीकरण का अचलस्परद्धी >(दत' -दुत सर जया जहाँ 


अल +नञ ले! + ----+भत का अचलस्पर्दी आ है। 
इससे नीचे लिखी बातें खिद्ध होती है :-- 


(१) किसी बहुपद्‌ अव्यक्तराशि का अचलसूद्धी पर्दा के 
शुरकों का ऐसा फल है कि यदि अव्यक्त राशिओं को व्यक्ताकू 
गुणित युत वर्णान्तरों से उत्थापन दे' तो नये समीकरण के 
पद्‌ गुणकों का चैसा ही फल, पहिले फल को दत' -दत इसके 

धू 
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शक काई घात भ से गुण देने से जो गुणनफल दोगा उसके 
लुल्य होगा । 

(२) चलस्‍स्परद्धीं बहुपद अब्यक्तराशि के पदों के गुणकों 
का ओर अव्यक्तों का एक ऐला फल है कि यदि अब्यक्त 
शाशिश्रों. के स्थान में व्यक्ताडडु गुणित युत वर्णान्तरों से उत्थापन 
दे तो इसमें उसी फल के ऐसा पद्‌ गुणकां का ओर नये 
अव्यक्त राशिश्रों का जो फल हो बद पूवफल को दत'-द/त 
के भु घात से गुण देने से जो हो उसके तुक्य होगा। 

दत -दत इसे समीकरणों के परिपत्तंन का मध्यस्थ 
कदते है । 

उदाश्रण 
| यदि यत्न्द्या न तरा $  कस्द/या+त,रा ओर भ्रय रे न डर 
शकयर + खर रे “आया + २करायारा +- खारा तो पहिले का अचल- 
स्पर्द्धी अख-करे यह होगा, क्योंकि २२२वें प्रक्रम के पहिले 
उदाहरण में यही हर है ओर हा का दी शून्य होता है। इसलिये 
ऊपर (१) नियम से भ्रवशक्ति दो होने से आखा-का' 
(देत, ->द (त)- (अश्च - के ) ऐसा होगा । 

२ । (अ,क,ख,ग,घ) (य,२)९ - (अ ,क्ा,खा,गा,घा) (या,रा)* 

जहां य>दया +तरा, र>दवधा+तरा 

यहां २१७ प्रक्रम के दूसरे उदाहरण ले पहले का अचल- 
रुपद्धा। झघ - ४धकग+ रेख  यदद है ओर भु>४ और मध्यस्थ 
# (देव, -द श्त); ह 

इस जंथे आधा-प्रकाया+इखारे >(दत, -द,त)र 

»* (अधघ -- धकर्ग + शेख * ) 
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३ । दूसरे उदाहरण में २२० प्रक्रम के तीसरे उदाहरख 
से अखब+ रेक्सा-अगर -कघ-ख यद भी पहिके का 
अ्रचचलस्पर्दी है. जहाँ धुत ६; इसलिये 

अंखाघा + रेकाखागा “ आगारे - कारघा-खा 
- (दत ३ “ द ९१) (अखघ + रेकेंग - अगर -- क ६- ख् * ) 
७। ऊपर ही के रूपान्तर से यदि 
अप + श्कयर + खररे ८ आया + रकायारा + खरा २..,:००**-(१) 


%, ये + रेक (यर + ख ४ आया + श्का (यारा 


तो (१९) में ३ सुणित (९) का जोड़ देने से 
आ+ इअ२ )य + १(क+ईक ( यर न (ख+ दस (९ क्‍ 
आन इआ 9यार + ३(का+ इक ()यारा + (खा +इदखा २ रा 
(१) उदाहरण स्व द 
(दत हे द्,्त) है (५ + ईआओ ५ ) (सन इस, * कक (क न कफ ही ) 
- (आ+इआ (खान इखा) 7 (का + इक ९२) क्‍ 
दोनों पत्तों में ६ के समान घातों के गुणकों का समान 
ऋरने स॑ । 
आखा , + आ (खा - रेकाका  + (दूत, >द (ते) 
द » (अस्त , + रख - रेकक २ ) 
और आ,खा, -फाह र :दुत, -द (१) (अशख, -कर)ओं 
कि प्रथम उदाहरण में भी सिद्ध हुआ ह्दै। 
पू | अयरे +कररे + खल रे + रेफरल + श्गयत्ष + रेहयर इस झुक 
झक्तिक समीकरण में बतनद(यां+त(/रा+थ ला, रस्- व्‌ यह +८ 


(०२ समीकर णु-मीमांसा 


त्तरा+धरला और लच-दश्या+त,रा+थला ऐसे मानों से 
समीकरण को बदलने से यदि समीकरण का रुपान्तर 
आया ऐ + कारा * + खाला * + २फाराछा + श्गापाछा + रहायारा फ्सा 
हो तो सिद्ध करो कि 
| देश दु२ देह २ | श्र ह गे 
4 30. मी 8 6 
थे चर पह | ५925 
पहिले समीकरण में अव्यक्त के नये मानों का उत्थापन 
देकर सझुणको क, 4८२५७ --बन्ध जान कर ऊपर के कनिछ- 
फलों की समता सहज्ञ में जान सकते हो | इससे यह भी जान 
पड़ता है कि दिए हुए तीन अव्यक्त सम्बन्धी समीकरणों का 
अगह ग। 
ह क फ | यह अचलस्पर्द्धी है। 
रा फू से 


२२८--यदि (अ्,, अ््‌्‌,अर, ... ....अन ) (य,र )न > सं. 
इसमें यत्या+चरा, य>व्या+रा तो सत्ः का रुपान्तर 
. ज७,भ्र ,अ३,......,अत) (या,रा)नग ऐसा द्ोगा जहाँ १२६वें 
अक्रम से आ, >अ,, आ, ८ अश+न्‍च, अर >्आा +रआअ,च 
+ अर; इत्यादि । 

अब यदि सल्‍ का चलस्पर्ड्धी फी (अ,, अर, , अ,, ... -अ 
ब,र) यह हो।तो श्रध्वें प्रकम के (२) नियम से मध्यस्थ 
बुत -दत के १ के तुल्य होने से 

क्‍ फ्री (अ,,अ, 3$3२)--- “अं 7)य,र) 

न्‍्फी (आ,,आ,,आ.,...... आज या,रा) 

न्फी (आ,,आा,,आ,,...... आ,य - चर,र) 


गा फायखा 
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दहिने पत्त का रूप चलनकलन कं ६८वें प्रक्रम से च के 
घात वृद्धि में ले आने से 


३ हु 
फी ८ फी+च(वीफी  + हा २चरे +दाइचर + ... -.- 


जहां हा, हा; , इत्यादि चरे,च* इत्यादि के गरुण॒क हैं । 
च के किसी मान में यह समीकरण ठीक दहोगा। इसलिये 


फी को दोनों पत्तों में घटाऋर च का भाग देकर लब्धि में च को 


शून्य मानने से वी फी हि 6 8. | मन 
ताय 


३. त्त "3 
3 कफ वॉक ल्टओं, का बे, फी | इनश्न. फीा 
य ताश्र ताअ, ताअ 


४४3० अर 6 


+ ... ..- + नअ | 
ने शैवाछ 


यदि फी को (का ,,का (,का,,का ३५... काम) (य,र)” ऐेलाः 
कल्पना कर तो 


ला हे है 
सक्ष्य >मका यम र+म (म-१) का, यम सर +...... 


+मका ४ २ 
>-वीफी--वीका , ये +मवीका ,यी  'र२-- ... ... + वीका र 
य के समान घातों के गुणकों को खमान करने से 
वीक, 5 ०,वीका ; "का ०) श्रीका, न्‍८ रेका) , ,... ** ।वी ऋ;; तू मका..__ २ 


यही बात २२४व प्रक्रम में भी सिद्ध हुई दे । 


पण्छ . समीकर श॒-मोर्सासा 


यदि ऊपर केस, के मान में यज-०्या+श,र त्य|-+-व्श 
ऐसा मान तो यहां मच्यस्थ -- १ होगा ओर (अ,,अर |, अल) 
(२.२) > (अ,अ.. (५ -- ५०३४०) (या,ग) ७ आर तब सन्त का 


चलस्पर्द्धी 
(- १5 फी (अ,,भ , ,थ, ,... ... अ,य,र) द 
ल्‍ फी (शअन,भत - ०१०००००-) ७ यारा) 
+(-१)७ फी (अ,,अ, , 9७, ...... "प्रश्॑।,या) 
इस पर से खिद्धि दोता है कि 


चलस्पर्द्धी के आदि पद से आगे और अन्त पद से 
पीछे तुल्यान्तरित पर्दो के गुणक, संख्या में समान होंगे 
( यदि धर विषम होगा तो विरुद्ध चिन्ह के होंगे) । 
यदि किसी एक मान में अ, ,अ, इत्यादि के स्थान में उनके 
स्पर्द्धी अत ,भ-_ - इत्यादि रख दिए जांय । * के स्थान में ५ और 
य के स्थान में र को रख देने से ओर अ, ,भ, , ... :- व्यादि के 
स्थान में अत ,अतन-; चव्यादि के ग्रहण करने से (१) समीकरण से 


ताफी _. ताफी +च्ञ -पाफी श्र. _ वाफी 











न मद अप लिम का एम कि 
ता र ताश्रत-५.... ताअत. ३... ताकत , 
_ ताफी 
कु के क्री पा. | के नै य्श्य श 
ताअ, 


यदि सत का फी(अ, श्र ,,अ, ,... ...,४२) यह अ्रचलस्उर्दी 
हो तो ऊपर जो य और र के परिवत्तन से नया स,5स', 
शेसा बनेगा, उसको अचलस्पर्द्धीं, मध्यस्थ का मान एफ होने से 


प्रकीण क घू०फ 


२२५ प्रक्रम के (१) समीकरण से स् और सन के अचक- 
श्पद्धिओं में 


(ञं नकद हृ कल २१ आज) फा (अर सर ह ठ्र्म 8 हैं अर 
पेसा समीकरण बनेगा | 


ओर ऊपर के (९) समीकरण से अब 








थे आफ इक पी 4 22 सपने 
? ताओआ  ताश्र ता श्र 
+सश्रन._ ३ स्तन 
क्‍ ते) अं 
ता! फी .  नाफी ताफी 
0 अल नया या अर 
_ ताफोी _ 
5320 


झोर छत में यदि यन्‍>श, रच्न्या तो मध्यस्थ का सान -ह£ 
होगा; इसलिये तब दोनों के अचलब्पक्धि आ में 
फी(अन अल ९ न जी फी(अ,, १३ ३३ 4 अत् है 
इससे सिद्ध होता है कि द 


अ,, अं, अ२......- - इत्यादि के स्थान में यदि अजन 
झ. - ५ अंत २ इत्यादि का उत्थापन दें तब जो स> होगा 
उसका अचलस्पर्दी तन के अचलम्पर्दी के समान हीं 
होता है | जब भर, विषम होता है तब केवल दोनों, संख्या 
में तुल्य, विरुद्ध चिन्ह के होंग | 


श७ ८ समीकरण-मी मांखा 


२२९.-....इस प्रक्रम में चलस्पर्द्धी ओर अचलस्पद्धिओं के 


विषय में जो कुछ लिख आए हैं उनकी ब्याप्ति के लिये 
डलदाहरण क्रिया समत दिखलाते हैं । क्‍ 


उदाहरण 


१।स३८>आअ्य' + सअ,य+अ,८ इसमें अव्यक्त मान 
गे क् पे ८ ह मे 
इ,; इ२ हो तो सिद्ध करे कि किसी वर्ग समीकरण में एक दही 
अधान अचलस्पर्दधों हाता है ओर चल्तस्पद्धी उस वर्ग समीकरण 
७३५३ * प्र .. रे कप 
का छे/ड़ कर ओर कोई नहीं हेता। 


यहाँ स ८ अ्र[(य- हक) (य- इ३) 


और इ,-इ, ८२ हज आम 
*पई२ दा 
इसलिये यहां अचलस्पद्धी वा चलस्पर्दधी ((,-३,)२प इस 
रूप से होगा क्‍योंकि अव्यक्त के मानान्तर का विषम घात 
समीकरण के पद गुणकों का अकरणीगत फल नहीं होता। . 
इसलिये (इ, -इ२)** इसमें इ .इ, के स्थान में इ शायर +य 
के उत्थापन से और भिन्न को दूर करने के लिये स'ए से गुण 


देने से स्पर्दधी का रूप सर ( बन है 
इव न्य दर ब्> स्य 





अहे (६ ्रई / प्र 
. (इ२-य) >बापह क्र य) रे (३६, -“य) (३, - ब) २५ 


उआ9 (इरइ३) सरपअरेप(झर -आ, )" 
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स्थिर शुणकों के दृटा देने से अचलस्पद्धी अ,9२ - अर 
यद दोगा। 


इसके घात प के तल्य जो ऊपर अचलस्पर्द्धी है बह इसी से 
बना है | इसलिये प्रधान अचलस्पर्द्धी अ,अ, -अ्र, यही होगा 
ओऔर यदि फी, >अ, तो २२३वें प्रक्रम से फी, 5 आ;, 
बीफी, ८ रअ,, वी'फी, >२आ, । इसलिये सर का चल- 


क्‍ ३ है 
स्प्दधी फी ज-फी,+य वी फी , + न वी'फी, >अ२+ रेअ ये 
+आअय', यह स, द्दी है ॥। 

२। घन समीकरण में चलस्पद्धिओ के रूपो को बताओ 
जहाँ स| >> अब्य +रेग् ये + शेश्र,घब +अ ८ « ओर अध्यक्त 
मन इ्् इ२.,३३ हे | 


यहां अव्यक्त के कोई दो मान इ, ओर इ२ के अन्तर इ, -इ२ 
ह 


विन नल “ताकत 


९ 
डर ये इ२ 





रद इनके उत्थापन से 


१ १ * कई 


०, हे 


इ,+>य इशस्+यथय (य-इ,)(थ-इ३) 


-(इश३३ +इय)+(इ ३ + डे श्य) 
(य-इ२) (प- इ२) (य-इ६३) 


भिन्न के हटाने के लिये स, से गुण देने से 


अ०ई ज (इ३३ हि इ,य) + 'ईश/ड३ ता इ्य)) ण्सा होगा 
यहां बृहत्कोष्ठकान्तगंत ज्ञो राशि है वह देखो इ, -इ, इसमे 


पृकषदर सलमीकरण-मी माला 


“इ२, और इ. के सथान में इ&६, +इ,य और ह,इ७+इरग 
के उत्थापन से बनी है। इसी इकार इ२-३ इसमें भी -8, 
के स्थान में ६.६. +इ५य और इ. के स्थान में ऊपर जो लिख 
आए हैं उनके उत्थापन से तत्सम्बन्धी ऊपर का फल बन 
जायगा | इसलिये घन: समीकरण के चलस्पद्धिआां के लिये 
“ ई$१,-8४२ ओर -ह, इनके स्थान में ऊपर की राशिओं का 
बत्थापन दे सकते हैं | 

( १ ) यदि अव्यक्त मानों के श्रन्तर का फल इवागा हों 

( २२२ प्रकम का १ डदाहरण देखो ) तो सलोपान ओर भव 

शक्ति दोनों तुल्य होंगे। और अर यौ (६, -इ२) 


+शेआहु (इ:+द३ पई३ तह २ई२प7ई२ई४३- ४२३३) 

*, अट्व(६१+ दर +ह६३-इ,३२- ६५६४ “$२६६) 
>आ०(६, +घाइ३ +घारइ३) (६, +घा हर +घाइ र 
+£(शआरर- 9८ अ३) 
जहां धा, घ*, १ के घनसूल हैं । 

चलस्‍्पर्द्धी बनाने के लिये ऊपर लिखे हुए मानों से बदलनेसे 
अ, ६ (३, +घाइ+घ) इ३)य+इ,ह, +घादह ६६ +घा ह (8५ | 


म्भ्< 8(स. णाओ 7५) ह ह | 


२२०वे प्रक्रम के डउदाहश्ण से सर झ- स,स, का रुप बनाने 
से ओर 
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8३ +घाइ, ६३ न घा ह ६२ > ता, ,६, +घाइस +घा हू, -- ता 
इह३+ंघाद ६, +घाइहइ लमा, 8, +घाइई, + घाइ, जया 
शेसा मानने से हा से चलह्पडी 
हर अध्छ -अ्र, एच +- (अकस॥ + अजय. ' 
+ (अ, अ “ झर| 
न्(ताय+ ता) (माय+ भा, ) 
इस प्रकार हाथ को दो गुण्य गुंगक झूप खरडों में बना 
सकते हैं । 


यदि स, किसी राशि का परा घन हो तो इ, 5 इृ. ८३, 
शेखा दोने से हा के प्रत्येक पद के गुणक शून्य होंगे । 


(२) यदि २२२ प्रक्रम के 9१ से खल्लस्पर्दधी गा, बनाओ सौर 
ऊपर ही की युक्ति से 

अहे (दि, +ंघाइए +घारइ,) + (इ, +घा इए +घार, )* ६ 

| - निज अक्॥३ ते रझअ१ >शेशअभअज, अ२ ) 
इसे बवल्न देने से 
अश(ताय+ता,) + (मार -+ भा , | 
आअएणरे७ ( सहम, + रेस३_- बेस ,सस, )८ २७गार 

२२३ प्रक्रम की युक्ति से जिसमें प्रधान गुणक गा हो ऐस्सा 

चलस्पर्डी बनाओ तो 


गाय ८ (अशझ| - देश, ग्  झर +े सआई )य + 
है (अभृ,झ ३ + अर, - सेक, अर ये 


१० समीकरण-मीमांसा 
- (अ्रैश्च, - रेश /अ, अ३ + *अ३) 
-“ ३२(अअ भ५ + अ२३ अ, रेशम ९ ये 
ऊपर के ता ओर मा से 
तार -मा ७० «५/ - २७६२-८३, ) (इ३ ८ रे (इ,-३२) 


ऊपर ह्दी की युक्ति स्‍्ते इ,,इ२,् ३ को दूसरे इइ३+ ईद प 
इत्यादि मानों से बदल देने से और मानों के अन्तरों को पद 
गुणको के रूप में लाने से 

4 लटक 
(ताय+ता, )* - (माय +मा, ) ८२७ _* कप नमक + ४हा 


व के कस यदि मारे +४ड्वार न्ञञ५५/ध 6७ 


(४) अव्यक्त मानों के अन्तरादि वर्गों" के घात को पद 
गुणकां के रूप में ले आने से 


अक(इर-इद३) (इ३-इ१) (इ,-इ२) 
ने -रे०(गा-+४हार)]> - २ण०्ञअ३ (0५ 
इसे ऊपर के उदाहरणो के ऐसा बदल देने से 
अ0(इ२7३३) (इ३ “इ,) (इ,-इ२)(य-इ, ) 
य- ४५ (य-इ६,)' ८२७ ( गाह+ ४दाउे 
इस्स लिये (मा जगसे + ४दारे 


(५), (२) ऋर (३) उदाहरणों से 


 ग्रकीण ऋ प्‌ 


र्अट॑ (ताप्र+ता ,)* >> २७( स॥ ९.“ /५ -“ गाय) 
वा - स्भव (माथ+ मा, )* 5 २७०[स, ९/ / गाय) 


७... फियईं' 


१ 
दोनों के योग से स्पष्ट है कि (स, ५/./ + गाय) 


पक 5 ७ 
(8४ ६/ 0 गाय) इससे 
(ताय+ ता, )* - (माय-+- मा ,)* यह अर्थात्‌ +प्रॉ-नि 


यह वा स, यह निःशेष हो जञायगा। 


३-चतुर्घधात समीकरण और इसके चल और अचल 
स्पद्धी । द 

१२०वे' प्रक्रम के (२) उदाहरण में दिखला आए हैं कि 
चतुर्घात समीकरण का दो अचल स्पद्धी का और छ हैं। और 
२२२ प्रक्रम के हा अधान गुणक से २२३वे' प्रक्रम में चलस्पर्द्धी 


हाथ का भी साधन कर चुके हैं । उसी प्रकार यद्गा प्रधान 
गुणक से चलस्पद्धी गा4 बनावे तो 


गाय व्थ शेस (स_स ३ सश्स, 7“ रस ६ 
यदि स,,स ६ इत्यादि के मानों का उत्थान दो तो 
गाए >्जा/य + आय +आरय' +आय' 
+आय +जा,य+सा ८ 
जहां २२३ेवे' प्रक्रम की क्रिया से 
आल -अ्अ 0 + रेअ, ३ अर 7 २अ॥, 
अ, पा अहअ५ ८  रेअ/ अ३अ२ 7 रअजे३ पं ध्अ आर 


प्र समोकरण-मीर्मास! 


द कह ५ ८ श्अ | ५ - हे + श्शआ  अ ३ मी ३३ 


छू ८८ न्न्ल्ल है 3 शत श्य्े न» २१० है, 


झर , झूश्ओ आओ ५ 5 श०आप्आ - १४ ० अर ३१ 
आ, ८ आज, ने रे रे + दैश्ञ रे अ ३ - है ५ अं २५ 


झा, -अरेझ- रेस अर्अैर पक है. 


यहां आवआ>+आक्षरओह के मान ज्ञान लेने पर २२७ प्रक्रम 
की यक्ति से घवशक्ति ३ विषम दोने स चिन्ह बदल देने से 
आइ आर ओर आ० के मात बिना गणना किए ही आ ज्ञायंगे । 


गा के मान को यदि स, के अच्यक्त मानों अर्थात्‌ इ८,३२५ 
इ३.्० के रूप में लाओ तो स्पष्ट है कि गा में गुएय गुणक खण्ड 
डर -+ टय हू ७9 ट्््‌ न+ई५ “ई४) न. +दद्र ट्ट् नाई 
बे होगे और इ,, २ एक आर ई५ के सवाल में 

लिन... ढ़ पल मिस. का धर कलम ऋम स्य 

झ्ूं “है ० थू-5३२३ थू “४६२३ थ ले 


इनके उत्थापन से और हर को हटाने के लिये प्रत्येक को 


न इससे गुण देने से गाय में छुए्य शुजक झूप खगड 


शक 








॥ 4 ५ २ १ 
रद | अधाणयार;दाभाकारन्‍ववाताअा+करवअाा, न्कु अमल तल बु2०5 ' (3 कक अललक के भ आमने ह है| व्््ल (-* # मे 
यु इछएछ पाई अं ई९ ग-- हू 
ह 


3 डे. 





ये होंगे। इन पर से और सब >अ,(य-इ, ) (4-इ२) 
(य- ६५) (य--इ, ) मान लेने से 
१(३२-६,) (य-इ, ) (प-३,)-(६, - ह 
(य- इ२) (य- ३). 
भ> (इ, -इ५) (१-३५) (य-- ३३)--(इ३- ३५ ) 
ट (य-इ, ) (य- इ ५ )- 
सम (इ, - ३५) (य-इ,) (य-३५) + (६३ - इ, ) 
(य-- ड्श) (य-ड ३), 
कटे 
ओर श्श्गा,, > अ0 बसम | है. -- «- प्र (ब+भरे + प्र) 


की ५. 


इन पर से अनक झऔर उपयेगी समीकरण दना सकते हो [ 


४न धात के एक भवशक्तिक बहुपद राशि फू (य,२) है - 
यदि य> दया+ तरा,र - दया+ तप । इनका उत्थायन देते हैं तो- 
कफ (य,२) का मान फा (या,रा) होता है और (य,र) का एकऋ 
रा फल जो स है वद उसी उत्थापन से सः दोता हैतो 
खिद्ध करो कि क्‍ शा 


( तास तास । ता ताया 
साफ[(->.- रा) स्क (करा जि 
. तार ताय< हो तारा ताबा 


जहां मा परिवतंन में मध्यसूथ हे अर्थात्‌ मा+दत' - दत [. क्‍ 
यहाँ थ-दया + तस,र+द या + त रा द 


हे, समीकरण-मीमांसा 


इम्तलिये माया त्त्त 'य-तर,मारात्त- दय+दर | 


आर चलनकलन से 


ताया ताया तार तारा 
मां ----चन त॑ ,सा----- है ही पा तल लक रत दमा जब 
ताप तारा ताय तार 


सास _ तासा तायः _- तसा तारा 
लायथ साथा ताय ताए सार 


_ (६ + /* तामा 


सास ततासा ताया तासा तारा 
ठदः ताया तार तार तार 


जा । 


और फ (दया+तरा,दया + त रा) व्डफा(या,रा ) 
ताछ 
इसमें या और रा के स्थान में. 
ह मा तारे 
क्रम से इनके उत्थापन से भ्रवशक्ति न होने स्पे 


तास तार तासा तासा 
सा कक थम 


तार ताय तारा ताया 


यदि या ओर रा के स्थान मे क्रम से _. ता और - 


मा तार 
इनका उत्थापन दे तो 


अप वाया) । 


ध्मा तारा मा ताया 


ताछा [स्‌ 
ब्-ः्द | 33 न ते ह ५ २ तादा 
सा तारा सा ताया 


१ लासा 
मा तायोीं 


. (१) 


मा ताया 


प्रकीण क पश्पू 


ता ता 
मारे 79 “--ै स 
हट (बे ह हा) 


त्का्‌ 8 ) ही ८ 22००४ ८०४४ 


तारा ताथ 
मु त्ता तप ता ता 
यहां पल ८० दा पक 5 र्ज 
जड़ (पर 7? ताय/ ! कमा तारा * बा) 
गतिपरम्परासम्बन्धी फर्यों का अहय किया है अशथ्यंत फर 
और कि के मान के उत्थापन से 7 , ता इत्यादि के तो 
तार ताय 
सं प्त न । 
23 व इत्यादि मान आवेगे उनसे उतनी बार उन 
तार" तार 
चलराशियों के वश से तात्कालिक सम्बन्ध के मान सममभो 
(चलनकऋतलन का ७० वां प्रक्रम देखो ) 


(२) यदि तीसरी बहुपद्‌ राशि के फू (य, र) और स चल- 
स्पद्धी हो जहां मान लो कि दोनों चलस्पद्धि'यों में से पक के 
समान श हो जाता है ओर वे हो दोनों चलस्पद्धि यों के मान 
या और स ओर नये पदग॒ुणकों के वश से क्रम से फा., (या,ग) 
और सा< होता है जब य और र के परिवर्तन से श का पुक 
नया रूप होगा। तो चलस्पदी क्रम से २२एवें प्रक्म से 

मा फा (या,रा) > फाय (या,र) और मारे सा + सा 


इस रूप के होंगे । (१) इन समीकरणों से आए हुए स्परुपों 
का उत्थापन (१) में देने से द 


कं त स “ (2 सा. तासा... 
मा फ(द् कं कि ल्‍ः फाय "चर ... पास 7) 





ताप ताश। ताया 


॥लन्‍श 


द्‌ 


धू१८ समीकर णप-सीरमांसा 
इस पर से सिद्ध होता है किश का एक चलसप्पर्डी 


पड ता हे क्षय ) यह है | 


ठार ताय 
इसी धकार (२) से सिद्ध दोभा कि दम ॥ | 
तार! ताथय 
यदि यह स न घात का हो तो श का अचलस्पर्दी होगाओर 
यदि स न से अधिक घात का ढोगाः तो वही श का चलस्पद्धी 
होगा | यहां श के घात का द्योतक न दे आर्थात्‌ शु के मान में 
अव्यक्त का जो सब से बड़ा घात है उसका द्योतक न है। 


(१) यदि फू (य,र) 5 (अ०,अ २ जेरन्‍्अइ ३) (य,र) ओर 
फ्‌-फा, स-सा तो श का एक अचलस्पद्धी 


ता ता 
(अर, २५ ३, पा मक 8 
( ७१ १२०७ २) ोहे३9 ४)( तार 5 ताय 


८ एप (अल -४ध्भ रथ के रेअ२) 5 भा । 


(२) यदि स को चतुर्घात समीकरग्य का चलसपद्ी दाय मान 
लें ओर फू (ब,र) ८ (अ,,ञ् २,...३५४४७) (य,१)* तो ऊपर की 
युक्ति से जब फ (य,२) न शता 

(१ त 
त्‌ ३ 


अर ,,अ२,अ अ४) ६ कर - -- । दा८ 
द ( 03 ११::-:२१ ३४ टे तार ताय एप 


(३) सिद्ध करो कि यदि (&,क,ख,ग) य,र) का चलस्पर्द्धी 
गाय दी तो द 


प्रकीय क भू १७ 


जय खग 
रब छ 2 ( तार न 


++-- १३२ (अप7 7 - ६अकखग + ध्ञयख * -- ४ कर न -- ३ क “खरे ) 


६-यदि (अ ५ 2 "»«3 न ) (य,र)" क्का अचलरूपर्डी 

फि (अ&,अ,,.... . ,शन्त दो ओर स कोई (य,र) का फल्च नवा 
न से अधिक घात का हो तो 

द फि (जा स्‌ ता्नेस ता म जा ) 


ताय" / ताय'7 भ्तार ' ताय” तार “*“"““'! तार 


00238. 


यह स का अचल वा चलसस्‍्परी होगा । 
इसकी सिद्धि के लिये कल्पना करो कि 
यचन्द्पा+तरा, य > दया +तर।, र 5" दया+ तरा, 
रज दया +तरा ॥ 
फिर (५) वे उदाहरण ही की युक्ति से इन मानों से समी- 
करणों के बदलने से ओर उत्थापन से सा 5 स, 


तास तास हल । 
हु ये लग लय 3 करी 
ताय.. तार. ताया.. तारा 


त [ 
इसलिये उन्हीं संकेतों से (या ---+रा' जप) सा 
या. ताग 


ता 
कर (य 8 


ताय तार 


दोनों पक्तों के फैलाने से 


धश्द् समीकरणशा-मीमांसा 


फि (घा० $ वीं२३ २१००० ०*- धान ) (यारा) क्‍ 
-(€ घा; घा२+ पौ२१०००००७१ पीन ) (यार )ने 
इसलिये २२५ प्रक्रम से 


फि ( घा०,वा २,वा२।---** वात) न्‍। माँ फ्ि(प०,घ(२,घ२,. . पल) 

इससे सिद्ध होता है कि फ्ि(घ०, धघ३ घ२५------०पेंल) ये 
सर का अचल वा चलस्पर्डी जहां घ, ८ या घर मम 
इत्यादि हैं । क्‍ 

यहां इस प्रकार के जो (य,२) और (२ ',२' ) हैं इन्हे 
स्पर्दी चल कहते हैं । 

( १) कल्पना करो कि अन्‍यर+रेश(य+अर यह य कट 
रूपानतर से आय + रआ,य+आर ऐसा हुआ तो र२रद६वें 
भ्रक्रम के (१) उदादरण से 


आ।आ, -आरे >मारे (अशअ२-अर)च्ड 





ओर ऊपर के समीकरण से 
२ २ 
(स्पा श्यारा न सी 3रार ताप्सत 
या तायाल्‍ताश तारा 
ता चर तल चर | . 
व्य |] सर -- ् स ने श्र तास 


ताय* . तायतार तार 
2 क्‍ 
अब ऊपर के उ से : 
तासातापसा_ ( ता सा ' 
ताया'* ताराए'े तायातारा 
की रे २ | 
«मार सता स _ (ता प) ) 











हे 
( ताय" तारएं त'यतार 


प्रदीण क ५१७ 
इसे सा का हा सम्बन्धी चलस्पर्डी कहते हैं । 
(२) ऊपर के उदाहरण में यदि स ८ (अ,क,ख,ग) (य,र) * दो 


तो चल्नस्पर्द्धी कैसा होगा । 
यहांस ८-८ अय* -+- शेकय र + शेखयर' +गरर | इसलिये चलन- 
कलन से 
स्‌ ८ अ्रयरै - ३कय २-- ३खयर '* + गर 
तास 
शअय + ६कयर + १खर पर - रिश्रय + ६5 


ताय 

तास ता 

>-“  शेगरर + ६खयर + लग -- | इगर+ ६खय 
तय 


तामस तापसतारमस 
 प्तिय + ६खर --+--. #* ३६९ ६(अग + कख) यर 
तायतार  तत्य* तारे ( ) 
+ अखय * + कगर * || 














ता २ ३ रे 
कर ( ३) उ३६ [अल्-करे यो 
ताय' तार तायतार 
+- (अग- कख)यर + (कग--घ् * )र * | 
(३) इसी प्रकार सिद्ध करो यदि स- (अर क,ग,,घ) (य,र) * 
तो चलस्‍्पद्धी 
४ (अख़-कर )य* +२ (अग--कखोय *ै २ -- (अघ 
+ श्क्ग- रेख ) य रे +- २. कघ - खग)य7र  ख+घ-ग* )रफ | 
७-यदि अव्यक्त राशि श्ञा 5- सा+ #( यर'-य'र )" पऐेसा 


हो जहां 
.-अन) ( य,र )। और ( य,र) ओर 


स्पः "ाढ श्र अ,,अआ३ # 
(य.,२ | परस्पर स्परद्धी चल हैं । 


७२०. समोकरणा-मीमासा 


यदि श का कोई अचलस्पर्द्धी बनाया जाय तो . उसमें अर के 
भिन्न भिन्न घातों के गुणक य' और र' के घुवशक्तिक फल होगे 
वे सब अलग अलग सा के चलस्पर्दी होगे। क्योंकि ग़ुण- 
गुणित युत वर्णान्‍्तर जब य, और र को बद्लेंगे तो 


सान्‍-(अक्ञ अर )-----अ न) (२) 
'+ ध्य् (ञआ ० ञ्तरीं श्‌ $आ२ 45००० ००५ आज) ( या,रा) 
झओर यर-यरचज्म (यारान्ज्यारा ) । इस्सलिये सा+ 
आ(यर -यर) यह ( आ०आ .,--०---आऑतन )( या,रा )7 


+ श्रमा (यारा'-यारश) न ऐसा होगा। क्‍ 
इसलिये कोई अचलस्पर्दी फा दोनों के बनाए जायें तो 
अ्केघात वृद्धि में २९६ वे प्रकम से... 


(फा५,फा;फा२).----- 'फा५) ( १,ज ) 


घ्र हा & 
न सा (फि५ फि फिर, हल »फिप ) ( र्‌ »मा्ज) 


जिनसे सिद्ध है कि फा« - मा फि4 ऐसा होगा। इसलिये 
फाथ« यह एक चलसस्‍्पर्डधों है। 


यदि (यर --य'र)न इसके स्थास में (क,क३,क २,--- -- ऊन) 
(य,र)" का रक्‍खे तो ऊपर ही की क्रिया से यह सिद्ध कर 
सकते हो कि 


यदि प्द्ा (अ«,अ, 9२५ ७; क/क: कक. * अत) यह (अ की श्‌ ४२,००० ीत। 
अज ) (य,र) इसका अचलस्पर्डी द्दो तो फा (अ' न॑जक 5 ,अ , 
न जक | , ५९९ *“* उन पी अक ८) ह 


 प्रकीणक ५२१ 


इसमे ज के भिन्न भिन्न घातों के गुणक (अ&,ञ्र (,४२, .. ..-:अंनओ 
(य,र) ओर (क०,क/,क३, --. न) (य,र) इन दोनों के 
अचलस्पर्दधी होगे। 


चलनकलन से यदि जका घात दद्धि मे फा को के 
आओ ओर 


ताफा ताफा 
का +क.- नबी, तो 
ताअ ताम्र ताअ 
फा (श्र,+जक,अ३ +जद्द ,,... ..- _अत + जक ५) 


हलक पा (अ५ 3 १२) ०० « »अत) गा जबी | 


ञ्पृ थ 
न्पः बी न्पु० ला बी के न 8४३ ७५००७ +# से के कद न करा बी कं #+क० काका 
३] थ! 
ऐसा होगा | इस पर से सब अचलस्पद्धियों का पता लग 
जायगा। 


८--यदि फे (य,र) ओर फ्ै (यं,र) घवशक्तिक फन्र दो तो 


ताफ ताफ 
ताय तार 


ताफे ताफे 


ताय * तार 


यह कनिष्ठ फल दोनों का चलस्परद्धी होगा। क्योंकि यदि 
दोनों फलो में 


यतत्दया+ तरा,र>दया+त' रा इनका उत्थापन दो तो 
फो (या,रा)--फे (7,२), फौ (या,रा)"-फै (य,र) 


पूरर समीकर ण-मीमांसा 


._+ नाफो ताफे ताय , ताफे तार ताफे ताफे 
जिसेंरो >-++++ नह “०० २०+5+ नि न दा 
तायथा लाय ताथा तार ताया . ताप तार 
ताफो _ ताफे ताप | ताफे तार _ _ ताफे _ ७ ताफे 
तारा ताय ताशा तार ता ताया तार 
इसी प्रकार 
५ बे चर 2 ज 
तफो _ताफे ताफे ताकी ताफे ताफ 
बल ना दें-+- + दें 32538 । आन जि त॑... +त' -..... 
ताया ताय तार तारा ताप त्तार 
इस लिये 
ताफो ताफो! ताफे ताफे _ तफे , _, ताफे 
का ता ये धन 
वाया तारा ताय तार ताय . तार 
उपफो ताफौ ताफे ,ताफे _ताफे _, ताफै 
----- द---+द ०9 ते _ #+त्ताा-ओ 
ताया * ताएा ताय तार ताय तार 


लाकर ग७ 2००० कक" ख्ोलाफपबकदृन, 6. 
अभाभसलतन 


ताफे ताफे ताफे ताफै 
छ्रूप्र तार तार ) 


इस पर से ऊपर की बात सिद्ध हो जाती है। 


इसे ज़कोबी (_]०००७ ) ने निकाला है। इसलिये इसे 
जकेबी का चलस्पर्ीं कहते हैं । 

न चलराशियों के यदि मिन्न मिज्ञ न फल्ष हो तो भी ऊपर 
की युक्ति से न संख्या पंक्ति से जो कनिष्ट फल होगा वद्द उन 
समीकरण परम्पराओं का चलस्परद्धी होगा । 

२२९--चलराशियों का अकरणोगत ओर प्र व- 


शक्तिक एक फल न है जहाँ भर वशक्ति दो है। इसे एक 


प्रकीण क ५३२३: 


श्र वशक्ति संबन्धी वणा के पृथक पृथक्‌ फलों के व, 
योग रूप में प्रकाश कर सकते हैं । 


कल्पना करो छि वह फल्ल य,, ४३२,..., यन राशियों का 
भाचत्पा,यरे+२ बाय + ता; है, जहां प', काइ स्थिर सख्या, 
बा, एक भ्वशक्ति संबन्धी पृथक पृथक य.,य३ .-. यन चेलरा- 
शियोंका फल और ता(,य२,य३, ->न चअलराशियों का घुक 
शक्तिक फल्न दो घात का हैं ता 


माच्पायदर्‌ू+ वा (यू, ऊ+ंतः, 


दा बार 
य, ५/ पा, / ) नाता 


बार 
“(०३0०७ फ-म 

पा. 
नम +४ ४ ण ३) भा, 


यदि या (<य+ ् भा, न्ता, ले 

यहाँ भा,, ना-? चलराशियों का ध्रवशक्तिक फल दो 
घात का है। ता,, ना-- १ चलराशियों का घ्वशक्तिक्त फल दो 
घात का है और बा, का जो न-१ चलराशियों का पक घातः 
का भ्र वशक्तिक फल्न है; वर्ग करने से चु४॥ न-- १ चलराशियाों 
का दो घात का भ्र वशक्तिक फल होगा । इसलिये 

मा, न्‍ूपा,यर + श्वा_य/ + ता, ईस प्रकार रिख सकते दोः 
ओर ऊपर की युक्ति से 


-9२७ समोकरण-मीमांसा 
बा नह २ 
भा, ६ [(य ली पा +ता२ ५ -- 
र $ ( जो. ४८ पार | 
स््- या३२ ५८ पा३) र्‌ न भा२ 


बार 
यदि या२ क्‍्य२+>_ और भार ता३ ८ हज 
२ 


रपन+>कक, 


“इसी प्रकार भा, से या; और भाह इत्यादि बनेंगे । 
इसलिये भाउ>-(या, 4 पा) +(या२ १८ पार ) 
की (या३ ३८ पा) ने --- -- + (यान १/ पाव) 


जहाँ याज न्य+ | इसपर से सिद्ध हुआ कि भा को न 
शाशियों के वर्गयोग के समान बना सकते हो । 


२३०--फ (य )चलक्‍यॉ-+प,र्यी +प. ये ९ +...... 
+ प_ रय+ पन्नतू० 
इसमें ये, ये ' यो इत्यादि के मान ये! और 
“इसले अल्पघातों के रूप में प्रकाश कर सकते हैं क्योंकि 
फ(गर)चर०चय + पर * +परय * + ... ...पन्न_ ५य+ पत्र 
ये २४०८ पं य्रतत 0 वय 3 2.३८ “ पंत. ये 
धारक 8, 
'य से गुण देने से 


है यीए लाने दे पं श यो ्् पय न- १ डा सबक १०७० 208 श यथ रे 
““»» पंच्षय ' 


प्रकीर्ण क (रफू 


रे यरे 
स्ल््त लक पु (पर कप लक ५ कप 20 239: प ७ य - पर ) 
से 
“परय 7! -पध्यत-३ -...... *-पत-३ये- पत्षय 
(१) से 
+(पई- प३)पयो १ +पप३ ->प३) या ९ + .... . ..-- 
+ (ये पर पत्)य- सन 


इस प्रकार से यर्+१ का मान यन ' और इससे अल्प 
घातो के रूप में आया। द 


फिर दोनों पक्तों कोय से गुण देने से पर का मान 
था और ये * इत्यादि एकापचित घातों के रूप में आवेगा। 
उसमें या क्के स्थाव में (१) के उत्थापन से य+२ का मा 
यो! ओर इससे अत्प्प घातों में आवेगा। इस प्रकार आगे 
क्रिया फेलाने से य का न से आगे चाहे जोन सा अभिन्न घात 


का मान य के न- ९ ओर इससे अदढय घात के रूर में प्रकाश 
कर सकते हैं । 


२३१०-कल्पना करो कि 


या +प,य ३ +प.यी २ -+- 


जग +प+-_ /य+ पतन 
के के ९३ २०० ३नक काने (१ 
यह एक समीकरण है और मान लो कि द 
रज्आअ+अश्र०9+अजयर+ ... ... + अप. . .. . .. --- -- (२) 
से अल्प म है ओर अ,,अ्र, श्र, -- “ )जक ये ध्थिर 


॥ 
संख्या दे जो असी ऋविदित है। 


५२६ समाोकरण'-मीमाः ला 


चाहते हैं किय का लोप कर र के रूप में एक समीकरण 
बनाये । समीकरण (२) से स्पष्ट हे कि य के जितने मान हैं 
उनके उत्थापन से उतने ही मान र के होंगे। इसलिये र के 
रूप में जो समाकरण बनेगा उसमें र का सब से बड़ा घात 
न ही होना चाहिए । द 


(२) समीकरण का २९, ३,------न घात करने से और घातों 
में य के न-१ घात से जितने अधिक घात हैं उनका रूप २३० 
 अकम से य के न-- १ ओर इससे अल्प घात में बनाने से 


रच >क +कय+कल्यर + ० +कत- ४ य १) 
रे नस्ल, +ंख,य-+-खय हे 5०० के नी खत- €य हें ॥ (३) 
रा >ज +ज,य+॑जरयो + --....नजत_ (यर ! | 


यहाँ क,,क,3५......कन्-₹ दी घात का अकरणीगत घुच 
शक्तिक अ,,ञ्र (,अ२, -. ...,»म अव्यक्तों का फल है।ख,,ख,, 


खर२,------खत-९ तीन घात का अकरणीगत धभ्रव शक्तिक 
अ५,अ,,भ्र ,......अ,, का फल है। इसी प्रकार आगे भी समझ 
सेना चाहिए । द द 


कल्पना करो कि (१) समीकरण में जितने अ्रव्यक्त 
मान हैं उनके एकादि घातों के योग १५६ वे प्रक्रम के संकेत 
से स,,स२,स ६ इत्यादि हैं ओर उसके वश से र के जो मान हैं 
उनके एकादि घातों के योग सा,,स्ता२,सा३ इत्यादि हैं। (२) 
ओर (३) इनमें प्रत्येक समीकरण में य के प्रत्येक मान के उत्था- 
- घन से ओर अलग अलग सभो के योग से है 


प्रकीण क द ५२३ 


सा, कतनञअ+आअशस, +अशस३ +॑ ... +अ्य १ सेप्न-३ 7 अमर सप् । 


सार च्नक, +फकेस क+करसर & उन न कृत _ २ उन - २ 
सा +नंख , +ख स, +ंसर््त२ + ----«* +ख,_ संत २ 9 पु 
सा न्म्ल्नेंज ५ ्ः ज,र ६५ +जरसर न #सत कक 5 आ7 - २ संत -_. शु है 


इस प्रकार र के न विध मानों के एकादि घातों के योग के 
मान आ गए जिनसे १६८चे' प्रक्म को युक्ति से र/+बरतग * +. 
ब२ री ९ + -*+-**- +बत_ २२+बन्तर० इस अभीष्ठ समीकरर 
में ब4, ब२ इत्यादि गुणकों के मान व्यक्त हो ज्ञायंगे | 

इस प्रकार र के रूप में अपना अभोष्ठ समीकरण बन 
शया। अझशवा ( ३) में यदि य, यर,......य * इत्यादि को 
भिन्न भिन्न अव्यक्त मान लो तो १६६ वे” प्रक्रम से ररे, रहे 
इत्यादि के रूप में य, यो इत्यादि आ जायेंगे। फिर उनका 
डत्थापन ( १ ) में देने से अभीष्ठ समीकरण र के रूप में दन 
ज्ञायगा जिससे र के मान व्यक्त होने से य के मान भी व्यक्त 
हो जायंगे | इस विधि का . ०८४।7ँ१००७८० ने निकाला है | 


२३२--अब झअ&, अ,, अ३,. ...--अन जो अभी अविदित 
हैं इसको इस प्रकार ले सकते हैं जिनके वश से ऊपर * के रूपमें 
जो समीकरण बना है उसमें कई पद गुप्त हो जाय । जैले यदि 
इच्छा हो क्रि प्रथम पदके आगे दूसरा, तीसरा, .... . सम 
संख्यक पद्‌ उड़ जायें तो मान लेना चाहिए कि सा (८०, सार 


9४ हु ४०+ ७४७०७ 3०७ रत प्व शे 


परन्तु (७) से जब पत्ता, ,सा२ इत्यादि के मान शुल्य मानव कर 
झञ, ....,अन के मान के लिये जब अभीए समीकरण बनाओगे 


९२८ समोकरण-मीमांसा 


तब देखागे हि सा; में अन,,भर इत्यादि के एक घात हैं | सा, 
में दो घात, साई में तीन घात, ---... ...और सा में मघात हैं। 
इस किये सा, से अ, का मान अर, ,अ, ,... ... के रूप में आवेगा। 
इसका जत्थापन सा में देने से अ, का मान द्विविध अ, ,अ, , 
के रूप में आवेगा | साइ में इन दोनों मानों का ७त्थापन देने से 
अर का मान ६ विध आवेगा | 
अ्र,अ  ,अ३,......अय मे किसी एक अ, का मान व्यक्त 
माने तो अ._, का मान (म- १) ! इतना विध आयेगा | 
श३३--यों +प ये +प. य ३ + ........ . + पन्नू ० 
इसमें मान लो कि 
न्अ0+अस्य+जरयर +अइय +॑ अ, ये 


ओर पिछले प्रक्रमों को युक्ति से कल्पना करो किर 
रूप में 

र+ब, रे +ब,र ह  -- ...... बल तर ० 

ऐसा समीकरण बना जिसमें २३१ प्रकम से सपध है कि 
ब,,अ०,अ २५... ---,अ५ का एक घात का, ब२ दो घात का, और 
ब॥ तीन घात का घुवशक्तिक फल है। कत्यता करो कि अ,, 
बे सा घल । जिले 

बच. -८०७)ब३ १२०.,त्र३ 5-० | अब सानों कि ब, 5० इससे अर, 
का मान ज,,अ२,अ, ,अ, इनके रूप में जो आया उल्लका उत्था- 
पन इ२ ओ< ब, में देने से ब', -०,ब ६-१० ऐला हुआ । जहां 
ब'२, दो घात का ओर व तीन घात का अ्र,,अ,,... ...अ, के 
अवशक्तिक फल्र हैं । इसलिये २२६ वें प्रक्रम से 


८ ९ 
प्रकाण क ५१२७- 


बतत्फर+गरे +हर+जरे+-० ऐसी कल्पना कर सकते 
हें । जहाँ फ, ग॒ है, भ अज्ञग अलग श्र ,अ२,ञअ ३, के एक घात:- 
सम्बन्धी फल हे | क्‍ 

कल्पना करलो कि फच्ग६/“१,हल्‍ज ,/ “६ 

जहाँ वोनों समीकरणो में अलग अल्लगम अ (अ्र३,---अ३ के: 
एक ही घात सम्बन्धी फञ्ञ हैं। मानलो कि इन दोनों से श्र, 
और झ. के मान जो अ॥ और बज, के रूप में आए डनके डत्था-- 
पन से ब', का रूप व ३5०० ऐसा छुआ जो कि अ॥ और अ« 
का तीन घात का घवशक्तिक फल हैं| इसमें अ, और अछ३ में: 
से किसी एक का मान कोई इष्ट मान ले तो दूसरे का मान एक: 
घन समीकरण ले आ जायगा । 
.. थदि दूखरा, तीखरा और पाँवर्याँ पद्‌ डड़ाना हो तो ऊपर 
ही को ऐसी क्रिया करने से अन्त में एक चतुर्घात समीकरण 5 
बनेगा । बा 

सॉ+ब रोज +ब३रती रे +......बनत० इसमें यद्रि के: 


स्थान में रख दे तो बनर +बन-२ रह क+वन-ररर 
५ 


........+ १55० ऐखसा समीकरण बनेगा जिसमें ऊपर दी की 
युक्ति से अन्त पद से दूसरा, तीसरा और चौथा वा दूसरा, 
तीसरा और पांचवां पद्‌ उड़ा सकते हो । क्‍ 


२३४-२३३ चे प्रक्रम में जो न घात का समीकरण है जिस पर 
से र के न घात को समीकरण उत्पन्न हुआ है, उसमें यदि न. 
हो तो उसी प्रक्रम की युक्ति से दूसरे, तीसरे ओर चोथे वह 
पांचवें पद को उड़ाने से किसी पंचधांत समीकरण का 


-शूर्० समाकरण-मामासा 
“र*-+- गरन-बा5०,२* +पार +-बा>० ऐसे दो रूप बना सकते 
।हैं। इसमें यदि सन ऐसा माना जाय तो दो रूप और र२/'* -- 
“यार १ +- बा'>० ॥॒ 


र पार +दा-० इस प्रकार के होंगे।इल प्रकोर किसी 
पंचधात समीकरण का चार रुपान्तर कर खकते हो। यदद 
मिस्टर खीरेट ( 7 5६६८६ ) वे कलपना है। ( 5९6 |४5 
९०0पा75 5! 4 ]2८०:९ >पएशध्यंधप8, 70 , 47६ 942) क्‍ 
२३५--यदि पंचघात समीकरण (अर ,,अ,, ... ... अर, )(य,,र) * 
ऐसा हो; और इसे क,(य+इ,र )”+क,( य+इ.र ) के 
क३(य+३३२)* इसके तुल्य करें जहाँ इ ,इ२ और इ, पय* +- 
परय +प,य+प०-० इसमे के अव्यक्त मांन है । तब तीनों पंच 
घातात्मक पदों को फैलाने से और दोनों प क्षों मे य के समान 
चघांतां के शुणकों को समान करने से 
अ/्च्क, ऊक३ + के, अ,जक ,इ, फेर इर कक इ३, अं८ 
क,इ३+कइ३य+क, इरे, क्‍ क्‍ द 
.. अ३ तक (| +-करदई +ऋइइ ३, अ३तत (इ४५+करइ है + क, इ, 
अ,न्के,इरकक,३टस्‍ +क३३ । 
_ इनपर से | 
' पआ/ +॑- पञ, चुत परञअ, न॑- प,आ ० 
पथ कऊप्झ३+पफर्आअ३ +पह३अ, +२० 
पञअ, कप +परञअ, +प३ अर, ८० क्‍ 
इन तीलोंके साथ प,+प,य+ पय +प,२३९१-० इसको 


“मिलाने से 


.. -प्रकीण के... :. पूरे 


']३ . ये .य थक 
झि० अ अ३ अर 
१ अर -अ३इ आछ 
पर व आ 93 आओ 


बल 


यह. कनिष्ट फञ के रूप में एक समीकरण हुआ जिससे के 
के मान विद्ति होने से ३ ,,इ२ ओर इ, व्यक्त होंगे तब 
अं जऋूह, +कर यक३ 
अशक्‍्क/ दे +कैरयवे३ 7 के३१३ 
अरत्कदं३१ऊकरईर पं कई ३ 
इनसे क/,ऋ%२ और क३ भी घ्यक्त हो जायगे । 
इस प्रकार दिया हुआ पंचघात समाकरण तीन अव्यक्त 
राशियाँ के पंचधात के येग के समान हो सकता हे | 
इसी प्रकार (य,?) के रव-१ घात का भ्रव शक्तिक फल, 
४(य-+-इ,२) 7 +करय+इ२र) श् न्ुन ०००००० न्चु- 
ह | कन(य न *-च सर) रन-ह£ 
इसके समान हो सकता जहाँइ ,,३२,३६, ..- इन * 
पद्य न पतन ५ या के न पक २ रथ र्‌ नै 54%: 4 प्‌ न्ब्० इसमे 
अ्रव्यक्त के मान है | | 
. यह डाक्तर खिलवेस्टर (7)7. 59]४०४८८०) की कह्यना है ४ 
१३६--फ (य)-"ष७वय -+प,यी +पयर-१+...... +- 
प्‌; 75० इस समीकरण के धन सूलों की प्रधान सोमा जननी 


द्दे। 


प्रु३२ समीकरण -मीमांखा 


कल्पना करो कि अ यह प्रथम पद्‌ का ग्रुणक वा उससे 
अल्प संख्या है और उलके आगे लगातार जितने पदों के घन 
गुणक हैं उनमें सब से छोटे गुणक के तुल्य वा उससे भी अठ्प 
क है । और आगे जितने ऋण और घन पद हैं उनमें सब से 
बड़े-ऋण गुणक के तुल्य वा उस से बड़ा ग॒ है तो स्पष्ट है कि 
शूट (य) अवश्य धन ही रहेगा । 

यदि अयने +क(यर्ते ! + .........+ २ )[नण 


या ज-'+ ...... कै. 
जहाँ सबसे पदहिला ऋण पद यज-' है। ऊपर का 
मान गुणोत्तर श्रेढ़ी से 
स___दानग-ज ग--जू 
अंग न का बन» हक है 83, «5 आह यद होगा | 
य-३ य-॥१ 
यदि य>१ तो इसका मान तब घन होगा यदि 
- [आय-१)+ क्ोय -(कोय न +ग यह अथवा 
(अ(य- १) + कय -- (+ग) यह शून्य वा घन हो 
(१) इसमें यदि क० ओर सब से बड़ा ऋण गुणकत्त्ग 
तो फू (य) घन द्ोगा द 
. यदि अ(य- १) य* - (क+ग) यह वा श्रप- १)-ग चन 
हो श्रर्थात्‌ यदि हा 
"6६ ब ह ०. 
यच १ -+- हर वा य, है +- दर इससे बड़ा दो । इससे ५६ वे 


 अक्रम का सिद्धान्त उत्पन्न होता है।. क्‍ 
. (२) मान लो कि क-० और सब से बड़ा ऋण ग़ुणकनग 
तो फ 'य) धन द्ोगा । 


प्रकीण क ५३ 


यदि अ(य-१)यं -ग यह धन हो अर्थात्‌ यदि 
अ(य-- १) 7 -- ग यह श्रन द्दो 


'ग्‌..६-.0ह दी 
अर्थात्‌ यदि य, १+ हा ) ञज+ ९ इसके तुल्य वा इससे 


बड़ा हो | इससे ५८्वे' प्रक्रम का सिद्धान्त उत्पन्न द्ोता है। 
, (३ ) मान लो कि अ ० तो फ (ये) धन होगा यदि 
; क्‍ हि हा 

कप -- (क+ग) यह धन हो श्रर्थात्‌ य, (६ + फू) श्सके तुल्य 
वा इससे अधिक हो | यह एक नई सीमा है जो (२) से अल्प 
होगी यदि अ अर्थात्‌ प्रथम पद के गुणक प५ से क बड़ा होगा । 
(४) यदि क से अ बड़ा न हो तो क के स्थान में अके 
उत्थापन से फ (य) धन: होगा यदि [अ(य-१)+अ ) ये 


जी अल 
-- (अ+-ग) यह धन वा शल्य दो अर्थात्‌ यदि य,(१ +- अर) + १ 


इसके तुल्य वा इससे बड़ा हो । यदि अ से छोटा क हो तो 


(३) ले जो सोमा दोगी उससे यद्द अल्प आवेगी । 
। ष 


(५ ) यदि श्र>ग्तों (२) से सीमा १+(१) ञ+ ९ -<5२ 
होगी । । 


(६) यदि क>ग तो (३) से सीमा २ ञ यह होगी |! क्‍ 


(७) यदि अ>ग और क>गतो (४) से सीमा ३ 7 ' 
यह होगी । 

यह प्रोफेसर डिमागन की कठपना है । 

२३७--अ+ क ५/-- १5८३ ( कोज्यांश्र , +ज्या अ,/ -- ६) 


| ही “हट त जितना. तहपुआ “के 
कर 


धूई४. समीकरणरा-मीमांसा 


है कू ' 
' जहाँ इ०२/अर+को और स्पैण, क्या 


इ को मध्यस्थ कहते हैं ( ६७वां प्रक्रम देखो ) और , 
कोण को असस्भव संख्या का उपकरण कहते हैं । 

कल्पना करो कि म्‌ शा ओर मू रा लम्ब रूप दो अक्ष हैं और - 
श्रक्तों के धरातल में एक आ विन्दु ऐसा है कि आ सू यान- 
ओर म्‌ आर-३, तो म्‌ आ रेखा को मान लो कि श्र+क,/-॥३ 
इसका द्योतक है। ५/-१ को लाघव से ! इस चिन्ह से 
भ्रकाश करते हैं । द 
. और इच्न्मध्य, (अ--! क), अ, 5 ड प.(अ+! क) पेसा समझ 
रखो। 

२३८ । ऊपर को परिभाषा से कल्पना करो कि म्‌. आ 
अ.+ क ओर मूं. ओन्‍लतमू आ +५क' तो मू. आ का मान इ के 
तुद्य और आ म्‌या--अ, होगा। 

2 # पड का कल ० 





- अकीण के: १५३५ 


म्‌मा-इकोज्या श्र, 5 अचभुज। 
सू आ.मारइज्या अर, क « कोटि 

. ऊपर द्वो की परिभाषा से अ+(क' का मध्यस्थ ईद! और 
' डपकरण श्र हो तो मू ओ का मान >इ' ओर ओ म्‌ या-- श्र, । 
और अ+(क+अ+६कलन्थ्रफ+ ( (क+क ) 

इसलिये कहेंगे कि दोगों असंभवों के येग रूप असंभंद 
में भुज़्-अ+अर ओर कोटि-क्+क' दछोगी। जिस विन्हु 
, के ये स्ुज्न, काटि हैं उस विन्दु के जानने के लिये आ से श्य का 
» रेखा मूओ के समानानतर और तुल्य बनाओ ओर का से मू या 
. पर लस्ब काना और आ से काना पर लम्ब आपा करो तो आपा 
<अ' ओर कापा >क । इसलिये का विन्दु दोनों असंभव 
संख्या के योग को प्रकाश करेगा ओर ऊपर की परिभाषा से 

म्‌ का>्मध्य (अ+अ +7 (क+क)), यासूकानूरप (अ+श्र+ 
/((क+क' )) इसलिये दो असम्भव संख्याओं का योग जानने 
के लिये एक को पूर्व परिभाषां से मर झा से प्रकाश करो और 
इसके » | प्रान्त से दसरी को झा का से प्रकाश करा जहाँ आ का 
दुसरी के मध्यस्थ के तुल्य है ओर मू्‌ या अक्ष से दूसरी के उप- 
करण के तुल्य कोण बनाता है तो म्‌ का. दोनो असंभवों के योग 
को प्रकाश करेगी। म्‌ आ--आरा का >मर्‌ का; -इंसलिये दोनों के 
मध्यस्थों का येाग, येग रूप असंभव संख्या के मंध्यस्थ से 
. अधिक होता है। द पा 
ः इसी प्रकार यदि तीसरी अल्ंसव लंडया अं + क' .को मूँ ओ 
“से प्रकाश करे ओर पहिली दो के योग म्‌ का में मिल्ाना चांहे। 
ते म्‌ ओ के समानान्तर ओर तुल्य का खा खींचो और मू्‌ से खा 


: पै३द समीकरण -मीमांसा 


तक रेखा कर दे।। तो .ऊपर ही की युक्ति से मू आ, म््‌ को! 
और मू्‌ ओ असंभवों का येग म्‌ खा के समान होगा : यहां भी 
“बैग का मध्यस्थ मू खा के समान होगा ओर रेखागणित से 
म्‌ का+काखा, मू खा से अधिक होगा। इस प्रकार आगे भी 
खिद्ध कर सकते हे! कि असंभव संख्याओं के मध्यस्थ के 
येग से उन असंभव खसंज्याओं के येग का मध्यस्थ छोटा 
: होता है । 


इसी प्रकार यदि मृ्‌ का में मू ओ को घटाना हे ते मू का 
को ज्ञान कर का से विपरीत दिशा में मूओ के समानान्तर 
ओर तुल्य का आ के बनाने से मूं भरा को कहेंगे कि दोनों का 
अन्तर है। 


२४७१ | असम्भवों का गुणन ओर भजन-- 

कल्पना करो कि 
गु!ाय ८ अ-+-“क ८ इ ( को ज्या अ, + (ज्या अ,) 
गुणक- अ +/क ८ श्र ( को ज्या भ्र', +ज्या श्र, ) 
डे माइवर ([)८ ०077८) के सिद्धान्त से 

.. (झ+'क) (आर कक )वडइ (कोज्या (अर +अआ )+ 

(ज्या(अ, +भ्र , )) 


इससे सिद्ध होता है कि दो असंभवों का शुणन कल एक 
- असंभव संख्या है जिसमें मध्यस्थ गुण्य शुणकों के मध्यस्थ के 
- शुणन फल तुल्य और डपकरण दोनों के उपकरणों के येग 
: मुल्य होता है । 


प्रकीोशक पृद्छ 


इसी प्रकार के 
गअ+क हू पे ! 
कल कल का कज्या (श्र,--अ ३) + ज्या (ज,--अ्र , ) | 


इससे यह सिद्ध होता है कि दो अछंमवों के मजन में 
लब्धि एक असंभव संख्या होती है जिसमें मध्यस्थ भाज्य के 
मध्यस्थ में भाजक के मध्यस्थ का भाग देने से जो लब्ध हो, 
वह होता हैं श्रोर उपकरण, भाज्य के उपकरण में भाजक के 
उपकरण को घटा देने से जो शेष बचता हैं चह होता दे । 
..._शुरन की किया से स्पष्ट है कि (अ+'क)” यह एक प्रकार 
की आर+'का ऐसी अलंसव संख्या दोगी जहाँआ ओर का 
दोनों संभव संख्या हैं । 

इसी प्रकार क्‍ 

अ#छ +ञअ्र, लॉ! +आऊ  + ...+ अत - ले +॑ अत 

- इस बीजगणितीय बहुपदराशि में जहाँ ल के घातों के 

शुणक संभव वा अलंमव खंख्या है । छ के स्थान में अ-+क को 
डत्थापन दें तो ये और ग़ुणन की युक्ति से स्पष्ट दे कि बहु- 
पदराशि एक आ+ का ऐसी अखंभव संख्या होगी। इसमें 
यदि आ और का दोनों शल्य हो तो वह बहुपद्राशि भी शल्य 
के समान होगी | कु 

(१५ वां प्रक्रम देखो) हु 

 २४२--यदि्‌ शनफ(छ) ऐसा एक समीकरण हो और स््‌ या, 

ओर म्‌ रा परस्पर लम्बरूप अच्त कल्पना कर मू से म्‌ मान्आ 
बनावें ओर ज का उत्थापन फ (य) में (ल) के स्थान में देकर 


भ३८ समीकरण-मार्मांला 


रण 





सू मसाझ्मोना मा “जी 


(अं) को मा श्र के तुल्य काट ले जो कि मर या पर लम्ब हैं 

तो कहेंगे कि जब छत्ञ तो फ (ल)>आमा | इसी प्रकार जब 

ल-मू ना तो फुल)-ना का--इस प्रकार यदि छ की म्‌ से या की 

ओर घन और इसके विरुद्ध दिशा की ओर ऋण गणना समझे 

-और म्‌. या के. ऊपर ग की ओर धन गणना ओर इसके 
विरुद्ध ऋण गणना समझने तो छू के स्थान में--००ओऔर + ००के 
बीच सब संसव खंख्याओं का उत्थापन देने से जो फ (ल)-श 

के भिन्न सित्च घन वा ऋण मान होगे ऊपर की युक्ति से या के 
अग्नों के ऊपर उन. उन मानों के तुल्य लम्ब खड़ा करने से 
लम्बाओं में गत एक प्रा जा का गा वक्र रेखा होगी जिसे फ.(ल) 

की वक्र रेखा कहते हैं । इसके बलसे किसी लू के मान में फृ(छ) 

का मान जान सकते हो | जैसे जब ल--म्‌ मोंज्ख तब पृ५(ल) 

का मान जानना दवा तो म्‌ से धन गणना या को ओर ख रांख्या 

के तुल्य मू्मों काटं लेने से मो पर एक भ्रो मे लम्ब खड़ा 
'करने से यद्द जददोँ वक्त के श्रो बिन्दु पर लगा 'बंहां से मे तके 


प्रकीश क ५३६- 


ओओ मो का नापने से प्रमाण हो बही. सतुल्य ल के मान में 
फ(ल) अर्थात्‌ फ (ख) का मान होगा। हे 


२४३ । ऊपर के प्रक्रम से फ (ल) की बक्र रेखा तभी तयार- 
दो सकती है जब छऊ--०० और + >के बीच रूसव संख्यात्मक- 
हो ओर इससे अन्यथा स्थिति में अर्थात्‌ सबंत्र चाहे ल संभव 
वा असंभव हो ऊपर की युक्ति से फ॒ (ल) की वक्क रेखा नहीं” 
बन सकती । इसलिये स्व साधारण के लिये अब युक्ति लिखते: 
हैं । कल्पना करो कि क्‍ 


फू (छ)-आ५ लॉ+अ, लीं! --अ, छत --, 
न अन्न २ ले + अन 


के की ७ मत 


जहाँ छ>य-॥९ जहाँ य और र दोनों के मान में जहाँ तक: 
संभव है सब संभाव्य संख्या का उत्थापन दे सकते हैं । 
य-+2र२--ल ऐसे छ के। जिसके मान में संसव और असंभव- 
दोनों चल रद्दते है प्रिश्नवल्॒ कहते हैं । इसमें यदि २-० और 
य के स्थान में-- ००और +००5के बीच के मारतों कां उत्थापन दे 
ता ऊपर के प्रक्रम की युक्ति से ल के संभव मान में फू (ल) की 
बक रेखा बनेगी; इसलिये मिश्रवल्ल ल के फञ्ञ की जो दक्क. 
रेखा होगी उसी का एक विशेष अर्थात्‌ संभव ल के मास में 
जो ऊपर के प्रक्रम से वक्र रेखा होगी वह एक रुप है । इस 
लिये मिश्रवचल्न के फल की जो वक्र रेखा होगी वह से: 
सांघारण के लिये उपयेगी है। . 


. कल्पना करो कि ल>"य+'र इंसकां कोई एक मांन २३६. 
“प्रकमं से मू पा अर्थात्‌ पा बिन्दु पर है और रू के स्थान इस 


2५३४० समीकरण-मीमी सा 





“मान का उत्थापन देने से जो फू (छ) का मान २४० प्रक्रम से 
“आ+ का होगा डसका मान साफ साफ समभने के लिये अलग 
२३६ प्रक्रम से पो विन्दु पर है अर्थात्‌ म्‌' पो है | इसी प्रकारं'छ 
के दूसरे मान में अर्थात्‌ 4+ 7२ के दूसरे पान में इसका प्रमाण 
१९ को समझो और उसके वश से फू (छ) का सान जो अखं- 
“भव होगा वह पो, है । इस प्रकार स प्रत्यक य+!र के भिन्‍न 


प्रकीण क इछर्‌ 
“भिन्न मान में सिन्‍न भिन्न प, प, रत्यादि बिन्दु से एक तीर 
के मुख दिशा की ओर घूमता हुआ बक्र बनेगा जिसे य+7 
का यक्र कहेंगे और इसके वश से एक फृ (छ) का प्रो पो, बक्र 


बनेगा जिसका घुमाव भी यहां पर तीर के मुख की ओर 
मान लिया है। 


कल्पना करो फक्िल के य-+!र मान का द्योतक प ओर य 
/र' मान का छ्योतक प, बिन्दु है ते। 


लच्य+?र८>- श्र, (कोज्याष + /ज्य|ष) ल ज>-य + 7 
स्>भ्र((कोज्याष + 'ज्यूष) मू प, सूप ओर प ५, को याय 
है (२३६ प्रक्रम से) । 


इसलिये पण्, के ल की असंभव गति कहेंगे ओर यदि 
/>ल्-+च जहाँ च--श्र, (कोज्याष , + 'ज्याष ) और च में श्र 
पर और घष, च का उपकरण हैं अर्थात्‌ मू ण अक्त से प१, रेखा 
जो कोण बनाती है, उलका मान है। 


मू प,--म्‌ प का छल के मध्यस्थ को गति कहते हैं ज्ञो कि 
श्र--श्र के तल्य है ओर ष--ष बं]। ल के उपकरण उव्ही गठि 
कहते हैं । ओर च के जिसे श्र, (कोज्याष (+“ज्याष,) इसके 
 तुल्य ऊपर मान लिया है, ल की वति कहते हैं। 


कल्पना करों किय, र के सिन्‍न भिन्‍न मान से प एक 
 सखीमित वक्र बनाता है। यदि घूमते घूमते प फिर अपने स्थान 
पर पहुँतवेगा ता प के मध्यस्थ का मान फिर उसी प्रथम मान 
- के तुल्य होगा ओर उपकरण भी वही होगा जो कि प्रथम में 
था । यदि मू विन्दु वक्र के बाहर हे। तो और यदि म्‌ वक्त पड 


5. $20<| समोकरण-मोमास | 


“मोतर'ः पड़ जायगा तो हुपकरण का मान प्रथम मान से रैक 
'सुल्य बड़ जायगा अर्थात्‌ उपकरण की गति तब शक दागी । 


. यदि मिश्रचल दे। विरुद्ध दिशाओं मे चल कर एक ही रेखा 
'के चाहे वह वक्र वा सरल है। उत्पन्न करे तो एक ओर चलने 
में जितनी उपऋरण की गति धन होगी उतनी ही विरुद्ध दिशा 
में चलने स ऋण होगी; इसलिये समग्र गति शून्य हागी। इस 


पर स नीचे का सिद्धान्त उत्पन्न होता है। 





कल्पना करे। कि आ का ख गा ज्ेत्र का का गा, आ फा, धाखे 
इत्यादि रेखाओं से कई विभाग कर डाला तो आ स्थान से तीर 
की ओर से क्षेत्र की परिधि पर चलते हुए प बिन्दु की परिधि 
'के पूरे भ्रमण से जो उपकरण की गति होगी वद्दी सब क्षेत्र खण्डों 
की प्रत्येक सीमा पर उसी चाल से घूम आने पर भी उपकरण 
'कोगति होगो, क्येंकि बड़े क्षेत्र की परिधि के भीतर क्षेत्र खण्डों 
की जितनी सीमाय हैं उन पर परस्पर विरुद्ध दिशा से दो 
“चैंण' चलने से ऊपर की युक्ति से समग्र उपकरण की गति उंतेने 


+ ही. है 
“ध्रकाण के. :; -. १छ5३.' 


चलन में शून्य दोगी । ऊँसे आ का फ ज्ञोत्र खए्ड की सीमा पर . 
आ. से तीरो की ओर चलने से जिस [दशा म॑ प, फा बिन्दु से: 
चल कर आ पर आवधवेगा उससे विरुद्ध आ स फा की आर 
आ फा गा क्षेत्र. खएड की सीमा पर घूमने के लिये चलना 
पड़ेगा | इस प्रकार भीतर जितनी सीमाये हैँ उन. पर विरुद्ध 
दिशा से दा वेर चलन में तत्संवन्धी उपकरण की समग्र गति 
शल्य होगी | केवल बाहर की सोमाओं पर एक बेर चलने से. 
तत्संबन्धी समग्र गति वही होगी जो कि बड़े क्षेत्र को समग्र 
परिधि घूमने से उत्ण्न्न होती है| क्योंकि सब क्षेत्र खंडों की 
बाहरी सीमाओं का याग बड़े क्षेत्र की परिधि ही है। 

: २४७४ | कल्पना करो कि मिश्रचल्ल रू, ल, मान से चलना 
ऑरणस्थ छिया ओर इसके अल्पयति इ>श्न . (केज्यष , + प्ज्याष, ) 
हैतो | 
फू (छ)- फ (छ+च)-"-फा(छ)+फ्‌' (ल.)च + 


फू (ल) की गति न फ च)-फ एल. ) 
हि न्‍्फ (ल)च+फ (रू) --- + फ(लछ )-. + --- 


इस्त में च के प्रत्येक घात के गुणक प्रसिद्ध अखंम्भव संख्या हें 
जिनके मध्यस्थ यदि », क, ग,-- मान लिए जाय तो २७१ 
प्रंकमं से, क्रम से पदों के मध्यस्थ अश्रु, कश्नुरे, गश्न३,-- 
होंगे और इन मध्यस्थों के येएग से २४० वें प्रकम से इनके ये।र : 
फू (ल,+च) - फू (छ.). इसका अर्थात्‌ फ (लं) के -गति का 
मंध्यस्थ छोटा हेगा; इंसलिये श्रु; का ऐला छोटा मान मान- सकते: - 


५१७७. समीकरण-मीमांसा 


है ज़िखसे उससे भी छोटा फू (ल)की गति का मध्यस्थ हे।ने से 
फू (छ) की गति चाहे जिस निद्दिष्ट संख्या से छोटी हे। सकती 
है। क्योंकि जैसा जैसा मध्यस्थ छ्वाटा हाता है असंभव संख्या 
का मान भी बैसा वैसा छोटा होता है ( १४ वां प्रक्रम देखे। ) 
इस पश्स कह सकते हे। कि जैला जैसा मिश्रचत्ल, ल चल्लेगा 
चैसावैसा फू (ल) भी चलेगा अर्थात्‌ मिश्रवल ल बढ़ता चलेगा 
तो फू (छ) भी बड़ता जायगा ओर यदि ऊू घटता चलेगा तो 
छू. ले) भी घटता जायगा । . 

» इसलिये यदि पा बिन्दु घूम कर एक वक्र बनावेगा तो पो 
भी घूम कर उसी दिशा से एक वक्र बनावेगा हि ओर पा घूमते 
झूमते जब फिर अपने घसूल स्थान पा पर पहुँचरेगा तो उसी 
समय पो सी अपने वक्त में घूम कर फिर अपने सूल स्थान पो 
पर पहुँचेगा। ( २७३ वां प्रक्रम का क्षेत्र देखो ) | अब प्रकृत में . 
इस वात का विचार करना है कि यदि पा चल कर एक 
छोटा वक्त बनावे तो उतने समय में पो चल कर जो शपने वक्र 
की परिधि पर घूम कर अपने मूल स्थान पर आवेगा उस 
समय फ् (छ) के उपकरण की कया गति होगी । 

कल्पना करो कि आ एक विन्दु है जिसका भुज-य, और 
कोटि र, है तो लतत्य,+ ८२, ( २४३ वे प्रक्रम का क्षेत्र देखो ) 
अब इस विचार में दो भेद' है । गे 

. (१) जब य ,+'र, यह फू (७)-० इसमें का काई अव्यक्त- 
मान नहीं दे अर्थात्‌ ल के स्थान में य,+7!र२,>क' के उत्धापन 
से फू (ल.) का मान जब शून्य से भित्र मू ओहै।. 

! (२) जब फू (छ)-० इसका:एक मूल य& + र«-है अर्थात्‌ ज* 
कओ स्थानमें श्र, +/२:- ल, इसके उत्थापन से जब फू (ल,)5+०. | 


: प्रकीण क प४५. 


(१) स्थिति में आ संबन्धी मान फू (ल,)का ओ कह्पना करो" 
(२४३ व प्रक्रम का क्षेत्र देखा ) जहां मू” ओ शून्य नहीं है।' 
मान लो [कि ल-ल,+च जहां च-श्र,( के ज्याष, +/ज्याष, ) 
ओर कल्पना करो कि पा जो कि ल का द्योतक है आ के चारे 
ओर पक बहुत ही छोटा बक्र बनाता है। पो जो कि फू (कल) 
का द्योतक हैं ज़ब आ से चल कर पा विन्दु पा, पर पहुँचा 
अर्थात्‌ जब छल की गति का मध्यस्थ आ पा >भ्रु, हुआ उस समय 
ओ से चल कर पो, पर पहुँचा | इसलिये डसल समय फ (ल)- 
की गति श्रो पो, से द्योतित होगी अथांत फ (ल! 
गति का मध्यस्थ ओ पो, होगा जे कि इसी प्रक्रम के आदि में 
लिखी हुई युक्ति से श्र, का बहुत छेाटा म्गनने से एक निद्विष्ट 
संख्या म ' श्रो से सबंदा छोटा होगा | इसलिये श्र , का ऐसा 
छोटा मान सकते हैं कि पः आ की चारो ओर एक बहुत छोटा 
वक्र बनावे जिसके वश (ल) का द्योतक पो जो श्रो की 
चारो ओर घूम कर बक्र बनाता है डसके बाहर म्‌' बिन्दु पड़े-। - 
इस पर से यह सिद्ध होता है कि ग जे ऐसे वक्क में घूमा है 
जिसके अन्तगंत कोई ऐसा ल का मान नहीं-है। सके उत्या- 
पन से फू ()5--०हे। तो तत्सम्बन्धी फू(ल) का छोतक पोः 
जो चक्र बनावेगा उसके बाहर म! के पंड जानेसे उस 
समय फू (ल) के उपकरण » समग्र गति शुन्य दागी (२७३- 
प्रक्रम देखा )। 

(२ ) स्थिति में मानों कि फू (ल)-०इसका एक मान जे: 
इसमें म वार आया है वह २, +/र,-ल, यह है तो 

फा(ल)-(७ - छ.» फा (लछ)चच फा (ज) 
न्‍श्र्‌ ? (कोज्यामष , + 'ज्यामष, ) फा (जल) 
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इस स्थिति में मू ओ+>०इसलिये जब या एक सीमित वक्र आ 
की चारे ओर. बनावं गा- उतने ही में अपने मूल स्थान पर 
'पहुँचेगा । इसलिये फू (3) +*+ उपकरण की गति सीमित बक 
के भीतर. मू' के पड़ जाने से २ का अषवत्य होगी जे कि ऊपर 
के समीकरण से द द ः 
ड प. फ (र) +-( मस३+डप'फा (ल) यद समीकरण २४१ 
प्रक्रम स बनता है इस पर से विदित है| सकती है। क्‍योंकि 
फू (ल) के उपकरण की गति,>-गति ( मव, )+ फा (छ) के डप- 
करण की गति, परन्तु फा (ल्)--०इसका काई मान या के 
सीमित वक्र के अ्रन्तगत है; इसंजिये (१) स्थिति से पा (छ) . 
'के उपऋरण की समग्र गति शून्य होगी और पा के एक बेर आ 
के चारे। ओरं प्रमण करने सर ओर श्र, की प्रवृत्ति आ मूल . 
विन्दु दी-के हाने से ष, की गति २ होंगी। इसवजिये एसे मे से 
गुण देने से फू (छ) के उपकरण कीं गति २म हुई। इससे 
सिद्ध हुआ कि यदि पा बहुत छोटा एक सीमित वक्त बनाव 
जिससे अन्तगत फू (ल)-०इस एक श्र मूंत जो हि म वार. 
है, प श्र हा ते फू (ल) के उपकरण की वृद्धि श्म  हागी। 


२४४ । काशी का सिद्धान्त (५०प८7४९४ 7॥60976॥७0) 


जब ल दे: विरुद्ध, दिशा में चल कर एक दी. रेखा का बना- 
पबेगा ( २४२ वां प्रक्रम देखा ) इसलिये फू (ल) के - उपकरण : 
की, समग्र गति शुन्य होगी । जैसा कि उसी प्रक्रम में एक क्षेत्र 
के भीतर कई क्षेत्र खण्डों को बनाकर दिखला आए: हैं। इस- 
'लिये समग्र क्षक्षखरडों की सीमा पर ल के चलने .से जो ल 
के उपकरण की गति, होगी -वह पूरे क्ञत्र की बाहरी सीमा पर 
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रू के घूमने से जो ल के उपकरण की गति होगी डसके तुत्य 
होगी, इसलिए क्षेत्र खए्डो के वश से जो फू (ल) अपने क्षेत्र 
के भीतर अनेक क्षेत्र खणशड बनावेगा उनकी सब सीमांओ के 
चश से वही फू (छ) के उपकरण की गति होगी जो फ (ल) 
के पूरे क्षेत्र की बाहरी सीमाओं पर चलने से उत्पन्न होती है । 


र्ः 


खा<--- 


जा 
बा" )था 
व “ो ही का 





कल्पना करे कि या रा के धरातल में एक कोई सीमित वक्क 
है। और पहिले मानो कि इसके भीतर जल के जो अनेक मान 
है किसी के वश से फू (ब)--० यद्द ठीक नहीं होता तो २४२ 
प्रक्रम के (१) से कहेंगे कि चाहे वक्र के भीतर कितने ही 
ज्ञेत्रखएड किए जायें और सभों की सब सीमाओं पर बा बड़े 
वक्र की परिधि पर ल चले परन्तु फ (छ) के उपकरण को 
समग्र गति शल्य दी दोगी | दूसरी बार ऐसा मानो कि वक्र के 
भीतर पक ऐसा विन्दु है जिसके वश से जोल दोगा वह 
फू (3)--० इसके एक मूल के, जो कि म वार आया है, 

दर 


का 
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तुल्य है। वक्र के भीवर एक बहुत छोटे सीमित चक्र पा या 
ता था को मान लो कि इस विन्दु के चारो ओर खे घेरे हुए है 
अर्थात्‌ इसके भीतर में वह विन्दु पड़ा है तो वक्त की आ का 
खागा परिधि के ऊपर ल के चलने से जो फ्‌ (७) के 
उपकरण की समग्र गति होगी वह आकाखा याथा ता, 
खा गाआ ताबापा, पाबा ताथा के ऊपर रू के चलने से 
जो फ (छ) के उपकरण की भिन्‍न भिन्‍न गति होगी उनके ये।ग 
के तुल्य होगी । परन्तु पहिले दो क्षेत्र खश्डों के बाहर उस 
बिन्दु के पड़ जाने से तत्सम्बन्धी गति शून्य होगी और तीसरे 
के भीतर उस विन्दु के पड़ जाने से उसकीं परिधि पर वा बड़े 
केत्र की परिधि आ का खा गा पर तल के चजल्लने खे २७२ भप्रक्रम के 
(२) स्थिति से फ (ल) के उपकरण की समग्र गति सम ए 
 दवोगी। इसी प्रकार यदि बड़े क्षेत्र की परिधि के भीतर दूसरी 
तीसरी इत्यादि ऐसे बिन्दु हो जिनके वश से जो क के मान 
भिन्न भिन्न होंगे वे क्रम से फ (ल)--०इसके उन मूज्ञों के समान 
दो जो क्रम से समीकरण में म' म” इत्यादि बार आए हों ते 
फ (लक) के उपकरण की समग्र गति--२ ग(म-+-म+ सम" + इत्या) 
यह देगी | इस पर से काशी ने यह सिद्धान्त निकाज्षा-- 
यदि मिश्रचल रू एक सीतिम वक्र के भीतर हे। और उन 
ल के मानों के भीतर जानना हे। कि फ (छ)--०इसके कितने 
. सूल पड़े हैं ता उस वक्र की परिधि पर ल के चलाने से जे 
फ (र) के उपकरण की समग्र गति उत्पन्न हे! उसमें २० के 
भाग देने से लब्धि निकाले । लब्धि की संख्या जे! हो उतने 
दी कहेंगे कि क्षेत्र फल के भीतर के ल मानों के बीच फ(ल)-० 
इसके मूल है।. || * श 


भ्छ् 
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२४६। कल्पना करे कि मिश्रचल्ल ल का अकरणी गत धन 
फू (ल)>अ,ली +अ, लगे -- आर छ ९ + ---*** 

कअत-₹९ हे वे अन 

यह एक फल्नन घात का है। इसमें यदि फू (ल)७० 

तो जानना हे कि सभव और असंसव मिल कर ल के कितने 

मान होंगे । कल्पना करो कि ल पक ऐेसे बढ़े वृत्त को बनाता 

है जिसके अन्तगत ही सब ल के मान पडे हैं। उसके बाहर 
कोई भी छ का मान नहीं पड़ा है । यदि 

फट (ल)-ल (आ + अ,ल +जअ,>ल रे -- ० +क अन्नल ' ) 

पछ" फ्य[ (ल'), जहां छल 


ऐसा लिखें तो ऊ', जिसका मध्यस्थ ल के मध्यस्थ के 
हरात्मक मान के तुल्य है वह, जब ल एक बड़ा दत्त बनावेगा, 
तब एक छोटा चृत्त बनावेगा। बड़ा तृत्त बड़े से बड़ा ऐसा 
बना सकते हैं जिसके वश से छ का मध्यस्थ बहुत बड़ा और 
छ' का ऐसा छोटा हो सकता है कि जिसके वश से ल' जो 
छोटा वृत्त बनावेगा उसके अन्तगंत फू (ल",-० इसका कोई 
मूल न हो तब फू (७) 5 लग फा (ल") इससे 

फ (छ) के उपकरण को गति । परन्तु फी (ल')--० इसका 
कोई मू छ' के छोटे दत्त के भीतर नहीं है; इसलिये फ (छू) 
के उपकरण की गति" ले के उपकरण की गति+फा (छ) 
के उपकरण की गति 5 थे के उपकरण की गति | 

परन्तु यदि ल>्भ (कों ज्या ष+“ज्याष ) तो रंजन (को 
ज्या न ष--/ज्या नप ) इसलिए ब की वृद्धि परिधि पर एक बेर 
पूरा घूमने से २० दोगी। इसलिए फू (बढ) के उपकरण की 
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समग्न गति 5 न २ २०, इसमें २० का भाग देने से फू (छ)-० 
इसमें छ मानों की संख्या न होगी। इस प्रकार काशी के 
सिद्धान्त से सिद्ध हुआ कि किसी न घात समीकरण में अव्यक्त 
का मान न विद होगा जो कि २४ वे प्रक्रम में अनुगम और 
अलुमान से सिद्ध किया है। 


ध्यान देकर देखो तो यद्द सिद्धान्त समीकरण मीमांखा में 
सब सिद्धान्तों का सूल सिद्धान्त है।इसी पर से ओर और 
सिद्धान्तों की सृष्टि हुई है। और इसी पर से यद भी सिद्ध 
होता है कि प्रत्येक समीकरण में कुछ न कुछ अव्यक्त का मान 
रद्दता है जिसके उत्थापन से वद्द समीकरण, फू ( ल )--० 
पेसा दोगा। . 

२४७। ( १ ) बद कोन सी संख्या है जिसका वर्ग ४ संख्या 
के तुल्य द्योता है? इस प्रश्न को साधारण बीजगणित की युक्ति 
से ऐसे करते हैं । मान लो कि वद्द संख्या य है तो आलाप 
से यरें८ ४ .- यर*-४--तब गुणय गुणक खण्ड वा बर्ग 
समीकरण की युक्ति से य---- २ भ्रर्थात्‌ कहेगे कि बह संख्या 
धन वा ऋण २ है | इस तरद से उत्तर द्विविध हुआ। 

( २ ) वद कान सी संख्या है जिसका वर्ग मूल--२ है। 

( ३ ) वद्द कान सी खंख्या है जिसका वर्गमूल्य + २ है। 

( ४ ) वह कान सी संख्या है जिसका वर्गसूल -२ है । 


बीजगणित की साधारण युक्ति से ऊपर के तीनों प्रशनों के 
उच्चर में लोग एक दी साधारण संख्या » कद्दते हे परन्तु 
ध्यान देकर यदि खोचे। तो तीनों के उत्तर में परस्पर श्रम न 
पड़े इसके लिये तीनों के थ्लिये कुछ सझ्कूत कल्पना करना चाहिए 
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अर्थात्‌ जिस ४ के सूल से धन २ और ऋण २, दोनों का प्रहण 
करते है उस ४ से भिन्न होने के लिये ४ में एक ऐसा स्छेंत 
करना चाहिये जिससे यह बोध हो कि ऋण मूल २ के वंग के 
समान यह है। जिसमे सूल लेने में ऋण २ ही का भ्रहण किया 
जाय । इसी प्रकार ४ में एक दूसरा सज्लेत भी ऐसा होना 
चाहिए जिससे समझा जाय कि यह +* का वर्ग है ओर इस 
का मूल + २ ही अपेक्षित है। ओर जिस ४ में ये दोनों सह्लेत 
मिले हो उससे समभना चाहिए कि साधारण ४ प्रसिद्ध है । 
इसी प्रकार बीजगणित से वा इस ग्रथ से असखिद्ध है कि ४ का 
घनमूल तिबविध होगा; इसलिये अलग अलग इन तीनों के घन 
को सममभने के लिये ४ में तीन सड्डूंत कल्पना करनी चाहिए 
ओर जिस ४ में तोनों सड्डुंत एकट्ट' देखे जांय उसे समभना 
चाहिए कि साधारण ४ है | इस प्रकार किसी साधारण 
संख्या आ का न घात मूलन विध होते हैं। उनन आओ के न 
घात का अलग अलग समभने के लिये जा में अलग अलग न 
सहझूत करना चाहिए ओर ज्ञिल आ में गन आ सड्डेव एकट्ठा 
पाए जांय उससे समभनता चाहिए कि साधारण प्रसिद्ध संख्या 


आ हे। 


२७८ | आ साधारण संख्या के न घात मूल का एक मान 
जो पाटीगणित से आता है उसे अलग अलग ' के न घात 
सूलों से गुण देने से न गुणन फल्ल था के न विध न घात सूलों. 
के मान दोते हैं ( ८४ वां प्रक्रम देखो ) । द 

कल्पना करे कि डिप्राइवर के सिद्धान्त से १ के न घात 
मूल का एक मान, अ, कोज्यां न + “ब्या ध्् हे (६३१ वां 
प्रक्रम देखा) तो &३ बे प्रक्मले सब मान अ,, अर, अर,... ...अप 


५७५२ खसमीकरणु-मीमौं सा 


होंगे । इन्हें पाटीगणित से जो एक मान, आ के न घात सूल का 
आया है उससे गुण देने से क्रम से जो आ के न घात मूलों के 
मोन आवेंगे उन्हे क्रम से पहिला, दूसरा, तीखरा, इत्यादि 
कहो । संख्या में इन्हें १, २, ३,....--न स'ख्क कहेंगे । 

नए 
नया ३ 


है शे 


इस स्लेत से समझो कि वह आ है जिसके सब न घात 
सूल अपेक्षित हैं जो कि ऊपर की युक्ति से साधारण झा संख्या 
है। वृत्तमध्यगत आ के शिर से वाई' ओर का उपरिगत,. 
चुत्तान्तगंत न से समझो कि यह आ अपने न घात मूर्लो के न 
घातों से बना है। परिधि पर तुल्यान्तरित १, २, ३, न, से 
समभो कि भरा के सब न घात मूल लिए गए है । क्‍ 
न 
न) "३ 
है. । । 


रे 
क्‍ ् क्‍ 
इससे समझो कि वह आ है जिसका पहदिला, ओर दूखरा न 
घातमूल छोड़ ओर सब न घातसूल अपेक्षित है । 
२ 







(५ 
था 
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इससे समझो कि यद्द वह आ है जिसका केवल पहिला, और 
दूसरा न घातसूल अपेक्षित हैं । 


र्‌ 


इससे समझो कि यह वह आ है जिसका केवल पद्दिला ओर 
छुठवां न घातमूल अपेक्षित हैं । 





इससे समभो कि यह वह आ है जिसका केवल छुठवां न 
घातसूल अपेक्षित है । 


इसी प्रकार स'ख्याओं के उत्थापन से 


१्‌ 
शी हि 


य्द 


डा ५ 


इससे समभना चादिए चाहिए कि ८ का पद्दिला जो घन- 
सूल है उसका घन दे अर्थात्‌ यद् बद ८ है जिसका केवल 
पहिला घनसूल अपेक्षित है । 


५५७ समीकरण -मीमांसा 


२ 

इससे समभना चाहिए कि ८ का दूसरा घनमघूल जो होगा 

उसका यह घन है अर्थात्‌ यह वह ८ हद जिसका केवल दूसरा 
घनसूल अपेक्षित है । द 


इससे समभना चाहिए कि यह वह « है जिसका तीर्नों 
घनमूल अपेत्तित हैं, इसलिये इसे कहेंगे कि यह प्रसिद्ध स'ख्या 


4 छह 


५ १ & | न 
(न) २ 
२४६। (०) ५ [ आ।, [आओ हे पट हक की 


ये सब न घातसूल के बश साधारण आरा स'ख्या के अड्ल हें । 
. क्थोंकि पहिले के ऊपर यथा क्रम दूसरे, तीखरे, ... ...न स ख्यक 


अड्गी का ऐसे रख द जिसमें सब आ ओर परिधि के भीतर का 
नें_8 


र्‌्‌ 
न एकट्ठा हो जाय तो (आ.) ऐसा हो जायगा जो कि साधा- 
ली, /श् द 


रण आ स ख्या के तुल्य है । 
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न के स्थान में १, २, ३,...के उत्थापन से कद सकते हो कि 

१ घातमूल के वश खाधारण आ सख्या में १ अद्भ, २ घातसूल 

के वश २ अह्ू, ३ घातसूल के वश ३ अक्ल, ४ घातसूल के वश ४ 
ओर न घातमूल के वश न अज्ग हैं । इसलिये 


ु १ है 
है. थे शो कर (के) 
साधारण आ स ख्या -<|[| आ /कत[ आ 

ज््‌ 

१ सर २ 
श्र (के 

००. घ्ां - बडन०० पा ध्ग्रा ' 
५] | 


इस पर से कद्द सकते हैं किन के अनन्त मानने से 


साधारण जा स ख्या में अनन्त अज्ञ बना रूकते हैं । 


साधारण आ स'ख्या का १ मान कहे ता २ घात के मर 


१ क्‍ 
के वश इसमें दो अह्ज होंगे इस लिये (आओ "इसमें है है) इसमें 


२ 


एक दी अह्ू अर्थात्‌ साधारण आ स ख्या का आधा अछू रहने 
से कहेंगे कि ये दोनों ६ मान है। हि 


इसी प्रकार न घात सूल के वश साशारण जा संख्या में 
न अक्ल रहने से उसके यदि १ मान कहें ते। 


१७६ समीकरण-मी मांसा 





इन सब में केवल एक एक अह् रहने से सब के अलग 
अल्लग कहँगे कि ३ मान हैं यदि नू०० तो ३5० और यदि 
_ अन्‍्म तो इल्‍३ होगा क्योंकि +स में जब आ के १ मान माना है 
तो म के विपरोत-म में १ मान से विपरीत- १ मान होगा । 


क्‍ श्‌ 

इस्ती प्रकार हम इसके कहेगे कि 

। 5 

ने मान है। ..., (अर) ३ इसे कहेंगे कि 


+ 
५, कक 


नल मान है। इसी प्रकार सर्वत्र समकना चाहिए | 


पर प, 
२४० । कल्पना करो कि ०>फ्‌(य)८ अ,य  +अ, यह! 
प्‌ प...२ ह 
+अश्यीर +--- +अ._, यॉन-१-+- अल यह एक समीकरण है 
जिसमें य के घाताह़ सब घनात्मक भिन्न सख्या हैं. जिनमे 
पं 
सबसे बड़ा / है ।म, म,,...मन-२ का लघुतमापवत्यं ला समझो। 


छा में स, मन,“ मत-२ के भाग देने से लव्धि क्रम से ल, ल,, 
सर, कह छत. २ समझो तो 
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पल प,छ, 
भं हि ३०4९ 
फू (य)-ञ«० यीए -झ, य 2 
_प..१५ जे शत 5: अप ८: 
मठ का . 
+शरत_ २ य िंट१ अन-१ +अतत० इसमें यदिय च्य 
न्य्ता 


9 है द 
अर ज्‌ पत्न- ९ ज- ९ __. 

.. अब यद्द र के अकरणी गत अभिन्न फल के रूप में समीक- 
रण हुआ | जिससे काशी के खिद्धान्त से रका मानव पहछ 
विध आरचेंगे । मान लो कि वे र के मान क्रम से क /,कर्‌,फे३५*** 
फे लेदे | ु 


अब साधारण गणित की रीति से कटे - कर + का; 
क्टाजका २ ,क ३ सत्का३.----- कर्छ > काल कद ओर साधारण 
का,, का३ ------ इत्यादि स'ख्याओं के छा घात मूल्ों के मानों 
में क,, क२,.--के त, त३, त३--स ख्या कहे तो (यनर“ रे, 
इसलिये २४६ प्रक्रम से 


रे ( हि हे ताण्ल का 
का, त, कार ; . का. पर 


३ ७ पल०- जातक हु । से हि] 


त 


पृपुद् समीकरणु-मीरमां सा 
हि 


ये सब य के मान होंगे | का,, का,, कापल साधारण 


१्‌ 
से ख्याओंं को एक एक मान कहो तो २४७ प्रक्रम से मल 


रे प्‌ पृ नें 
प्रत्येक मान होगा; इसलिये इनका ये।ग - पल सर्व मान य के 


होंगे । इस पर से सिद्ध होता है कि समीकरण में अ्रव्यक्त का 
सबसे बड़ा धन घात जो द्वोता है वद चाहे अभिन्न वा भिन्न दो 
अव्यक्त के मानों की संख्या उसी के तुल्य होगी। 

२७१ | कल्पना करो कि न,, न२, नत ये उत्तरोत्तर 


अधिक धनात्मक भिन्न वा अभिन्न स ख्या हैं तो बीजगणित स्ते 
“न _--न,--न ३. - -.--नत ये ऋण संख्या में उत्तरोक्तर 
अत्प होंगी जिनमे सबसे बड़ा--न, है । 


ः का हक 
मानो कि फ (य)चअ, य  0कझ३ य र+अ॥य  * 


+ »--+अत य “-० इसमें जानना है कि य के कितने मान हैं । 

मान लो कि य के र विध मान हैं तो फू (य) के य 7 इस 
से गुण देने से जे य फू (4) -० यद समीकरण नया दागा 
उसमें अब र+न इतने मान य के होगे परन्तु 


न रन ..... 
य 7 फू (य)चल्‍अ, य 7 *- अरय 7 न 
न *«« न अप ४ू० 
जद्दां धनात्मक भिन्न वा अभिन्न य का खब से बडा घात 


नत 7, यह होगा इसलिये २४८ प्रक्रम से इसमें 7 * इतने 
य के मान होगे; इसलिये 
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श-+ नत भ्न्नेंत्‌ कल गा २5 रु" न, 
इसलिये फू (य)जलज,य ,+अजय “२ +अइय * ६ + *** 


+भरयत--० इसमें य के सब से बड़े घात की संख्या जो 
-न/ है उतने य के मान होंगे यह सिद्ध हुआ। इसलिये अब 
साधारणतः यह एक सिद्धान्त उत्पन्न द्वाता है कि किसी 
समीकरण में अव्यक्त की खब से बड़ी जे। घात संख्या होती 
है उतने ही विध उस समीकरण में अव्यक्त के मान आवे गे 
चाहे वह घात खंख्या अभिन्न वा भिन्न घनात्मक वा ऋणात्मक 
हो। जैसे 
फ(य)८ अन्य +अ,य ९ +अरयग २ + ...... न 

अज्ञ २ये न अत नर ० 


इस समीक रख में जहां न अभिन्न और घन है यदि यर-- 








(श्र ञअ श्र अ._ 
तो नया समीकरण -ज्ञ +-क्ष-र+ -त्ञू-5 + ... ... ++अ 
र र र र्‌ हु 
ल्अ,्र +अभ,र “:)2+झआइशर २) + ...... +अनत- २र 


+अत्नर? + ० 

ऐसा हुआ, जदां बीजगणित. की युक्ति से र का सब से 
बड़ा घात ० है। इसमें जितने र के मान आवेगे उनकी संख्या 
ल कहें तो इस समीकरण को र” से गुण देने से जो दूसरा 
समीकरण बनेगा उसमें र |के मोन क+न विध होंगे परन्तु 
समोकरण के र" से गुण देने से जे दूसरा समीकरण जब, + 
अ, र+ अ२ रे + **- + अन्तर 5२० 

ऐसा बनेगा इसमें र के मान न विध आवेंगे इसलिये 


छ+नचज-न .', छ ८ ० 
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इससे सिद्ध हेतता है कि किसी हरात्मक समीकरण में यदि 
छेद, समीकरण को रन" से गुण कर न उडाए जाय ते। उसमे 
शुन्य विध अव्यक्त का मान होगा । यह सब अत्यन्त चमत्कार 
है।इस पर गणितज्ञों के! विशेष ध्यान देना डचित है। मेरा 
लिखना इस विषय पर कैसा हे इसे भी ध्यान देकर विचार | 
२५१ यह दिखलाना है कि 
आापे.. कारे खा हे आर. 
य-ञ य-क य- खत य-अ 
इसमें य का मान कोई असंभव संख्या नहीं है । 


सस्‍्भव दो ते! मानो कि थ 5 प+ ब,/- ३ ते! दूसरा मान 
भी यका एक प-ब,/- १ होगा । इस दोनों मानों क 
समीकरण में उत्थापन देने से जे समीकरण के दे! सूल होगे 








“+ सो ८: 


उनमें प्रथम में दूसरे को घटा देने घे 
बे । आरे का रे खाँ 
(प-अ) +बरे (व >क) ऊबरें ट्-ख)२+बरे 
ह ञ्म ; 
एक क-जो्फबरे | ्ा 


अब जब तक बच-० न मानोंगे तब तक यह समीकरण 
अछंमव होगा । क्योंकि कोष्टकान्त्गंत सब पद धन हैं।वे 
मिल कर शून्य नहीं हो सकते । इसलिये समीकरण की सत्यता 
में शुन्‍्य के समान ब का मान होने से सिद्ध हुआ कि इसर्म 
अव्यक्त का कोई मान असम्भव संख्या नहीं है। 
२४१ । य,, यह, य३५० *यन् ये न अज्यक्त हैं।इमके वश से 
नीचे जो न समीकरण लिखे हें उनसे इनका सूल जानना है 
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यश यह कऊय॒३ न ० ००.०० +यक्ष न्‍्ू ० 
अभय न+अर्य३र +अशइ्यइ ग ....००--- +अ ण्य तू ० 
अरेय, + अड्देय२+ अद्दयह + -«- ००५ ०-० +अरतयक तन ० 
अश्ैय , + अरेयर + अशइय३ नी .«० ०२ ००»+ अद्भैयज् तन ० 


कक किक कक कक कक की को २0७ ७ 2 करत कक ७ +७ क ७ #क कक सा फकृक न 


अपर + अर पेय + अप पेय + ... ... + अत फैय 55 ० 
हू य, +अई '-+-अप 'य + ...... +अग 'यज्ष न्‍त के 


इन समीकरणों को क्रम मे ख._ ,, खत २) सथ_ ३ ,.-.- - 
ख.२, स,, १ से गुणा कर जोड देने से और ऐसी कल्पना करने 
से कि खन-. ५, खन-२, इत्यादि जो कि अभी अविदित हैं ऐसे 
हैं कि इनके वश से जोड़ने में य,, य,,... ...य-. इनके अलग 
अलग ग़ुणक सब शल्य हे। जाते हैं तो जग जम 

यश ( श्र! +ख अर रे +ख्अ्र 3 + ...... 
+ख _२ ज, +सत्न ५ ) तू ० 


खत_ २, संत्-२ --. «इत्यादि में ऐसा धर्म मानने से सिद्ध 
दाता है कि 

फू (छ) ८ लगे! --ख, बे +ख, लीं १+...... र्नः 
खन-२ लेनी सन. १ ० 


इस समीकरण के अ२ , भरे,... ... अन्न ये सब अव्यक्तमान हैं 
इसलिये फू (ल) 5 ( ल--अ३ ) ( छ--अआ, )......( ल--अ.. ) 
इसमे छ के स्थान में भर, का उत्थापन देने से य, का गुणक 


६ अऋ>श्र३ ) ( अर ) ( अश्र/---अत्रज ) यहें 
आवेगा ; इस्र क्षिये 


भू६२ . समीकरण-मीमांसा 
ध 8  ि 
आओ (अ, “अर ) (६ अ, -- अ॥ )*( अ,  अजन ) 


इसी प्रकार साज़ात्य धर्म रहने से य., य$, इत्यादि के 
, मान आ जायंगे । 


य्‌ 


२५२ | य, र; ल इत्यादि न अव्यक्त हैं । उनके मान नीचे 
लिखे हुए न समीकरणों से निकालने हैं । 











5 अर मी ह 
यूं श मी लबई..० । च्ूं १ “्ग्म्_्ण् पे जञ्ूं १ सहसमाए2, ये ७७७ ७७७ क्त र्‌ 

य र व्डु ह 
जनर-अ जन्‍-का बज -ख “४ “7 * 


9 0क के ७ ० # ७ , ७ ७ कक 0 ० # ७७ ४७% 0७४७७ २२७७ ++% 4 ७ ७७ कक & 0 ७04५७क 


मिल मम प्- 
जनता जलशतच-फे जतूसे १ 
समीकरयों के रूप से कद सकते हैँ कि ज,, ज,, ज,, 
. य्‌ रु 
जन ये अ-अ  ज-क के ल--स्र 
घात समीकरण मे ज्ञ के मान हैं | मान ले। कि नतभ्र-ट ता 
इसके उत्थापन से ओर पतक्चान्तरानयन से : 











04५ के ७ # 








ने + २ इस न 


ध् मी शलि,.िलक 
+ दर ट्ऊक-ओअ ट+ख+ज 


छेद्गमं करने से इसका रूप 


टी >> आ शरण र न आर ढ' न २०६ ७०७ | + आज न्‍०ऐसा 
डोगा जहां जा न्‍तय ( क-अ ) ( ख-अ ) द 


ए 


प्रकीण क ५६३ 
परन्तु जब ज-+अ्र--ट८ .'. दचत्ञअ-ज; इसलिये ट के मांन 
सब ञ्य्र ्न्ज्ू ५ रु अ-जअ२, अआ--ज, , & ७७ ७ क ७ ७ कक आ>-नय ये होंगे 
इसलिये २५ वे प्रक्रम के « वे प्रसिद्धार्थ से 
ब्रानत( अ>ज( ) (अल ) ( अ--ल३ )...... +० 
 (- १) य ( क-अ ) ( ख-अ्र )...... 


( अाज३)(अ-जर ) (अ-बन३ 5 


* “पतत(कऋर॑ऋत ऋ॑ौब्नी)... 


इसी प्रकार जअजक-द, जन्‍-ख-ट, इत्यादि मानने से , 
ल इत्यादि के मान आ जायंगे। 
२५५ | सिद्ध करना हे किख, खरे, ख*,... ---सख ये न 
। ३६ ७ 
संण्याय हैं । 


. इनमें से म, म संख्याये' ले लेकर उनके ग्रुणनफल निकाले 
ता सब गुणनफलों के येग का सिद्ध करना है कि 


(ख- १) (खा - १२)...(ख्म+१ __ १) कम १) 
मान लो कि द 


फू (य)८ (य+ख) (य+खर). ..(य+ख" ) ८ यी + 
प,यत  + «5 कप/य 7 -- -- +प.५ (१) ते प.. का मान 
जानने के लिये २५ प्रक्रम के ५ वे प्रसिद्धांथ से (१) य के स्थान 


में-६ का उत्थापन देने से और खत से गुणन देने से 
आर 


५६७ समीकरण-मीमांसा 


( य+खरे) (य+ख*)...(य +खरी)>-यरं +प' खयरें? 
+ ० +प._ २खँ  यन+पतख ...(२) ' 

(९) और (२) से 

(य-+-ख7*7 ) (य+प,य  + * के पञ्ष- ये + यल्न) 

न्‍+(य+ख) (य +प,ख यो १ +-- +पतन्न- से 'य 
+पत्नल" ) 

दोनों पत्तों के या म+! के गुणकां को समान करने से 

प्ञ+ खन 'प ३२ पा्नस ंपम्- रखी 


५७७७७७४७२७७ फम-- ५ # मक # की के $ $# # ब्छ 


प्‌ कर ण क्रा-र हु (३) 


ओर प, न्‍ूख +ख * + *“ पख ++ जज) 

(३ ) में म के स्थान में १, २, ३, इत्यादि के उत्थापन से 
प का मान वही होगा जो कि ऊपर लिख आए हैं । 

२५६ | फू (य)57० इसमें मानलो कि अव्यक्त का ण्कः 
मान श्र है तो फू (य)>(य-ञ) फो (य) 


पट आर ) फा 
के न्त(्‌ रै- हि (य) 
का ला (2 बा ध्वर ॥*3+आ का 


. इसलिये यदि ला इसका मान य के ऋण ओर घन 


: घात रूप पदों की श्रेढी में निकले ते। य का जो गुणुक होगा 


प्रकीणक - पृदप 


वह दुसरे पक्ष के-द के गुणक-भ के समान अवश्य होगा यदि 
छा फा (ये के मान में य के सब धन ही घात हो ते । 


इस पर से फ (य)८ ० इसका सब से छोटा सूल निकलेगा 
तैसे मान लो कि फ्‌ (य)८ ० में एक से एक बड़े य के अ, क,. 
ग इत्यादि मान हैं तो 


(ब) > थ, (ब- भ) (ब-क) (य-ण) 
पक -ञ् (९ ०) (य- ख) (१-ख) ... 


“न (-) (५-9 (-9 


जहाँ का--अ, ५८ -क»& ->ख » - 


तो वा (य)_छा कर+ ला( ३ - ५) + ला (१ -&) 


+ला ( १-० ) + ...अब यदि य, श्र ओर क के बीच में हो तो 


ला (९-८) ल्हा (९-६) ला (१-३) 

इनसे जो श्रेंढी होगी उसमें ऐसे पद्‌ होंगे जिनमें बहुतों में. 
य के ऋण घात और बहुतों में य के धन घात रहेगे । क्‍ 

जैसे यदि फू (योज थीं +ख य-कर ० 


फ् (य) के; ने + ३ ( कः. यी ) 
-न्ख -- "ये १०--- *“-- ह . 


खय. ख 


पूद्द. समीकरण-मी मांसा 





सं-- १ 
इस लिये छा फ (बता ख+ला (' कि आ । ) 


-> छा ख-ल--इंल' -- 5लक * ... 


क ्य 
यदि छ- -- + ----- ८ चल १ हे 


कफ 5 का 5 


हैं कं 
हैं उनको अलगाने से लघुतम अव्यक्त मान ८ -द्धनमर 


श्नक शेन-- २ 
२ख पर नं+र 


० कक 





२५७ | इसी प्रकार फू (५)-० इसमें अ,, अ३,.. भ्रम ये : 
अव्यक्त मान एक से एक बड़े और अवशिष्ट भानों से 
अल्प हे तो 








फ (य)5--(य अ२) (य अ,) (य अ, )...... (य- अर) 
*फा (य) 
( ४ के 
क्व+(१- ५) (९-७)-(१-+) 
द < फा (य) 


यहां भी दोनों पत्तों का लघुरिकथ लेने से लाल इसके के 
के गुणक को कहेंगे कि - (अर + श्र, + अ, + -- + नदी कि 


प्रकीण क ५६७ 


यह ऊपर के दोनों सिद्धान्त मर्फी के समीकरण मीमांसा 
में लिखे हैं (566 (प7७४ए१४ 7म6०ए ० >.पुप०(078, 
79868 77-83) द 

२५४८ | यदि फरा (य), न- १ घात का वा उससे अठ्प घात 
का फल हो ओर फ़ (य) न घात का तो कल्पना करो कि 


श्र 
आओ की 
. फू (प) य-श्र य>क य-ख य-ना 











जहाँ फू (प)--० इसके सूल अ, क, ख, ... ... ज, हैं जो काई 
आपस मे सप्रांन नहीं है। 
दोनों पत्तों को फ (ये) से गुण देने से 


फ(य) 
य-ख 





_... कफ (य) फ (य) 
क्‍ $र आओ () 
य-ज 


इसमें यदि थ>अ तो द्हिने पक्त में प्रथम पद छोड़ और 
सब पद्‌ उड़ जायेंगे ओर प्रथम पद्‌ ५२ व प्रक्रम से 

फा (अ)5-आ फ्॒‌' (ञअ) ऐसा होगा; इस लिये आ फोज) द 
फा(क) 
फ(क) 








इसी प्रकार का ५ इत्यादि आ जाय॑ंगे। 


यदि फा (य), न घात से बड़े घात का फल हो तो फ (य) 
के भाग से लब्धि फि (य) और शेष फ्री (प) जो न घात से 


(दि समोकरणु-मीमाँसा 
य) 


( 
(य) 


अल्प घात का होगा बनालों फिर ऊपर की युक्ति से 





फ्री 
द फ 
का मान खण्ड शिन्नों में बना लो । 

यदि फू (प)८ प७(य-अ) (य-क)/(य-ख)*...(य-ज) 


. फा(य) आ का _खा 
वो कब) “ए- का“ ल- का ह-क 
द ञा 
कक्ष यन- ज 
ऐसा रूप बनाकर ऊपर की युक्ति से आ, का, खा,... ... के 
प्रमाण जान सकते हैं। इस विषय में ओर विशेष जानना हो 
तो चल्लनकलन ओर चलराशिकलन देखे।। ऊपर के प्रकारों 


की व्याप्ति के लिये दो उदाहरण दिखलाते हैं । 








(१) सिद्ध करो कि 
या ग। 
(य+ १) (य+२)--(य+न+९१) उर्नरे ९ यकरे 
8 % कहा 4, की अमन मर का? मई 
है १२ यकरईे + बन । १ 


मान लो कि बायां पतक्त 
य+१ य+२ य+डे 


आन. २ 
पु ३१० ब्नुन लक: 0.26 (8 सब 
य+न+ १ 


|नत-आ/(य+ २) (य-+-३)*०+आ२ (य+ १) (य-+-३) 


“* +आ३इ(य+ १) (य+ २) (य+४)...... । 


प्रकीणक ४६& 
य के स्थान में क्रम से- १,--२,--३, ...के उत्थापन से 
न >आ, ने ,. आ, ८ १ ॒ 
(न5०>आर[न- है... आर तल“ + 
न (न-२) 


नआ३ (रेन-२ ." आइ ८ जा 


इस पर से ऊपर की सरूपता उतपन्न हुई । 


'२। सिद्ध करो कि 
१ * हें हि न (न-२१) 
य+ है (य+ १) (य+२) (य+९१)(य+३९। (य+ ३) 


+_ (-१))[न न 
(य+१) “7 (य+न+१) य+न+१ 
आ, | आर :॥ है 


मान लो कि बायाँ 
किबा आम य+४२ य+ईओे 











न 22 न्कै आय... श्‌ 
य+न+* 

तो छोद्गम करने से ओर य के स्थान में--१,--२, इत्यादि 
“के उत्थापन से 

अ,०(१--१)*' ८०,अर तन (१ - न. 7 - 

न ( न--३१ ) २ 
८-० (१० १॥न-रे -- 
गा १.२ (१-१) हि 

इस प्रकार से सब के मान शून्य होगे केवल आ; , ,5ै ऐसा 
होगा; इसलिये ऊपर की सरुपता सिद्ध हुई। 


इस प्रकार अनेक चमत्कत सरूपता उत्पन्न दोती हैं । 





५७० समीकरण-मीमासा 
२५९ | य और र ऐसी दो राशि दें कि 
य+र+कएक पूरा वर्ग, य--र + करएक पूरा वर्ग, 


सा क “एक पूरा घन, य* +र* + ख>एक पूरा वर्ग, 
परे--रर + ग एक पूरा वर्ग, 
ओर इन पाँचों के सूलों का योग>निर्द४ स॒ ख्या ते। उन दोनों: 
राशिओं के कैसे मान कल्पित किए जाय॑ जिसमे ऊपर के पांच 
आलाप आप स आप घट केवल अन्त के आलाप के लिये 


समीकरण कियां ज्ञाय । 


भास्कराचार्य से भी पहिले भारतवर्षीय किसी प्राचीन' 
 गणितज्ञ का निकाला यह प्रश्न है क्योंकि भास्कराचार्य ने अपने 
बाजगणित में स्पष्ट लिखा है कि “कस्याप्युदाहरणम” अर्थात्‌ 
किसी का प्रश्न यह है | यहां क, ख ओर ग ये व्यक्त संख्या हैं | 


यहां यदि य+र-+कनचयो' तो य + रयो --क 
ओर यदि य--र२+ क््वि' ते य--२-विरे--क 
र्‌ रा १___+२ 
(सं पर स्थल तारक यो आम 
ग र्‌ 
अब वर्गान्तर का आलाप मिलाने के लिये 
ये - हट न्र योरऐेवि*---७ क यो +-वि*-...७ कवि -+ रे करे 
क ४ ीणणडलसििनििियतण?ि?छ।?तछध-कथचजजनलनीन >->०->--> 


_गो*--श योपविर + वि* 
४ अं सम 


प्रकीण क ५७१ 


ओर यर--रर -- गर 
8योरे वि*--७ क यो' - ७ क वि +- 8 क*+ ७8 गे 
४ 
न्‍्योर विर- कयोरे -क विरं +क+ग 
न्योरे वि*--२१यो वि क+करे 
-(कयो*-श्योंविक+क वि*)+ग 
_ आयोवि-क)' +ग-क(यो-वि)'* 
इस लिये यदि गजक (यो-वि)" तो 
यरे-- र रे + गएक पूरा वर्ग--(यो वि-क)।'े 
परन्तु जब गरक (यो-4)९ तब 


-वि)९-..0 .बो-विल ५ / 7" और बोलवि « 
0 3 हु और योलवि ५ /' 


अ्रथांत्‌ वर्गान्‍्तर के क्षेप में राशियाँ के येग वियोग ज्ञेप से' 
भाग देकर वर्गसूल जो दो उसे कल्पित वियोग मूल में जोड़ 
देने से योग सूल का प्रमाण दोता है। फिर इनके उत्थापन 
से यो ओर विके फल रूप मेंब और र आ जायँगे जिन से 
फिर आगे क्रिया करनी चाहिए । 


इस प्रकार से राशिकल्पना करने के लिये अपने बीजग- 
णित में भास्कर ने यह सूजत बनाया है । 


सरूपमव्यक्तमरूपक वा वियागसूलं प्रथम प्रकल्प्य । 
येगान्तरक्तेपकभाजितायद्दर्गान्‍्तरक्षेपकत: पद स्यात्‌ ॥ 
तेमाधिक' तत्तु वियोग४लं स्थाद्रोगमूलं तु तयोस्तु वर्गों। 
स्वक्तेपकोनो हि वियोगयोगौ स्थातां ततः संक्रमणन राशी ॥ 


१७२ समीकरण-मीर्मासा 


ऊपर जो इसकी उपपत्ति लिखी है वह कृष्णदैवज्ञ की बनाई 
है । (वीजगणित की टीका बीजाझ्डुरां देखो) 


न मेँ | ्छ ह 
भास्कर के प्रकार में यदि (८ ना हो अर्थात्‌ जिस 
अ्रश्न में कत- ० न्‍|ग ऐसा हो वहां पर लुप्तमान होने से यह 
पता न लगेगा कि */ ट्रेइसका ठीक ठीक क्या मान है; इ्स- 


लिये ऐसे स्थानां में भास्कर के प्रकार का व्यभिचार होगा | 
इसके लिये मेरी ऐसी कल्पना है। 


कल्पना करो कि प८- बज क््तो ऊपर लिखी हुई क्रिया से 


यो +विरे-२क २विरे +रविप+पर - शक 
जज, 59992 
यो*---वि २विप+परे 
४४ आफ 
यरे-- * वि*ै+८् विश्व+-शवि' पर->झक वि'--४ वि परे 
४वि प*--८ क पवि+प*--४ क प*-+-४ क' 
४ 
सर विस्प* -- ४ वि पर +प* 
४४ 
४ जि 4८ परेवि* + १२प वि -- « कवि 
४ ओ 
हि हि वि-८क पति +२प४| --४क पर +४ कौ + ४ख 
8 





यो -- वि +प, ये ८८ 


८ 


ला 


ओर य्‌ 2 नर ह न- ख प+ 


प्रकीण क पृ 


। ०] 4 
-वि*-- २ प वि + ३ पर विः-- २ परे वि+ कु 
--३२ क वि* -- २ क प वि-क प*+क' +ख 
“(वि*-पवि) +२वि*( पर*ं-क )+वि( २प* 
डे 
- रेक प )+ दर +क्ऊ+गऊख 
- (विरि+प ज)१-२ विरं ( परै-क )+ २ प वि (प*-क) 
प्‌ हि 
गज आ के २-ग-+ख 
>(विर+पवि)२+२(प*-क ) (वि* +पवि ) 
प्‌ है 
5 आर न 2 रे -ग+ख 
<(विरे+पत्रि)+२( पऐ*-क ) ( वि*+पवि ) 
प डे 
+(प*-क )*-( प*-क )+दइ को ->ग+खस & 
-[(विर--पवि )+ ( पर-क ) |--( पर*-क)' 
पृ है 
27 पक २ गकख 


बड़े कोष्ठ के बादर के सब पद्‌ मिल कर यदि शून्य हो जाये 
तो यह पूरा वर्ग हो जायगा इस लिये 


निकल: तह. की र्‌ रे जा रे ग 
हे (प९-क ) ऊख- प्र के ८ 


-प्‌र*-- २ क पं" -क*+ख 


५७७४ 


समीकरण-मीमा सा 


परे पे 
न्‍ज्रे क्‌ प्‌ -- हर मत ते नल जी +खसलन्ग+सत 


प्‌ णे 


र्‌ 


३ 


पं हे 
“यू त्गकऊख ओर प-- ! २(ग-+-ख) । हु 


इस पर से खिद्ध होता है कि वर्गान्तर ओर वर्गयोग क्षेपों 


के दूने योग के घूल का मूल जो हो वही हा दुइसका मान 


होता है | अब चाहे ग, ओर क शून्य हाँ वा. संख्यात्मक हो बेरे 
प्रकार का कहीं भी व्यभिचार न होगा । 


इसपर मेरा बनाया यह सूत्र है। 


वर्गान्तरक्तेपकसंमितियता क्षेपेण कृत्योयतिजेन वे तत: । 
छिन्नात्‌ पदं तत्पद्युगवियोगजं मूल युतेमंलमतस्तयोमिती ॥ 
अब पाँचवां आलाप मिलाने के लिये यदि 


(“य-र+क | है वि तो 
यकर+कक च्तयो घन वि+प 
५य --२५+ख -- यो वि-क ८5 वि+प वि-क 
५/य' -- र* +ख ++ .. वि प वि>-क + परे 
रु हि द 
(लजग्ट रे विफई(खकग३) 


बिरे + * वि प+प- --२क न रे 


र्‌ 
बंप कि पलक को उन रलल नल नल नल 


प्रकीण क ५७५ 


_२विप+प* 
२ 





४पवि१-+-४ प वि १५पर वि- ४ कप वि+७ पवि 
२ परविरे+- २ पशवि+प*-- २ परेक+ २ प' 


प | ४वि*+६पविर*+ (४ १९- ४ क+ ४ ) वि | +प* 
-रे पक+२ परे 
रूपर[४वि+६पवि*-+-( ४ पए-७ क+४ )वि | 
+२ग+र२ ख-- २ ग+- २ परे 


इस लिये 


२(ब+१ ) 
्‌ 


बट (४वि* + ६_पविरे +(४प९ - ४क-- ४ ) वि ]|+२ ख+ २ परे 
प्र 


अब यदि यह पूरा घन होगा तो 
ये 
३ (४प)३ इससे ६ प४९ यह अवश्य निःशेष होगा और 
लब्धि का घनतूरे ख+ २ पर ऐसा होगा । कर्पना करे कि 
द मर | 
लब्धिजल तो १ल (४प)*> ६ परे .*, र* (४प) ९ -८प* अर्थात्‌ 
हर हिले द 
१६ पर ल१-८्प* .'. ले न्पू । परन्तु पहिले सिद्ध कर आए हैं 


परे ५. 
कि श्ततग, इसलिये 


५७६ समीकरण-मीमांसा 
है. नी 
ले ल्‍्प्र न्‍न्ख +॑े गश्ेख +- शेप .*, गा हे इस्तलिये यदि 


गे ». ँ ४ ६५. 
जय तप २«>> तो पाँचो आछाप भास्कर की युक्ति से मिल 


सकते हैं । 


जब नस ते छेदगम से 


कू ग-क ख न श्ग, वांक (ग-ख) चत्श्ग 
.. इस पर से यद्द खिद्ध होता है कि यदि वर्गान्तर ज्ञेप में 
वर्गये[ग च्षेप के। घटाने से जो शेष बचे उससे योगान्तर 
चोप को गुण दे, गुणनफल दूने वर्गोान्तर च्ेप के तुल्य हो तो 
भास्कर की क्रिया से कहेंगे कि प्रश्न ठीक है, उत्तर निकल 
. सकता ह्े | द ह 


इसी प्रकार पाँचवा आलाप ऐसा हो कि स्प +र यह एक 
पूरा घन है तो यहाँ भी ऊपर ही की युक्ति से सब बार्तों का 
परामर्श कर सकते हो । 
( प्रश्न के उत्तर के लिये भास्कर का बीजगणित देखो । ) 
. २६० | य रचूतअ य-+ के र+श इसमें चाहते हैं कि य ओर 
र के अभिन्न धनातव्मक मान निकालें | 
इसके लिये भास्कर चाये ने ऐसी कल्पना की दे कि मान 


लो कि जिस आयत का एक भ्ुज + ओर दूसरा र है उसका 
चोत्रफल य र दे जो कि अ य+क र२+ गत के समान है ' द 


रु 
प्रकीण क ५१७७ 


चना उश्च नया घ्या्‌ 





का 


र भुज के समासान्तर भ्रुज्ञ आधा में यदि एक खण्ड 
आरा च--ञ् का र ले तो य, श्र भुज़ो से नये आयत चका का 
चोत्रफल-अ य होगां। और य॒भ्रुज्ञ के समानान्तर घामा में 
घा रा--क काट ले तो च रा का क्षेत्रफ्ल--क (र-अ)--क र 
-अ क, इन दोनों के समग्र क्षेत्रफल य र में घटा देने से छा मा 
आयत का फलचूय र--अ य-क र+अ कजत"्ञ य+फक र+ख 
-अय-क र-+-अ कतज्ञ क+ ख, इसलिए छा ज्ञानन्कभामा का 
कोई अभिन्न माव मान उसका साग अ क+ख व्यक्त खंख्या में 
देनेले छा काननजा मा का मान होगा। इन दोनों में क्रम से 
छा च-नक और काजना--ञअ जोड़ देने सेय ओर र के मान 
अभिन्न आ जायगे। 





७८ समीकरणु-मीमांसा 


ञ्प्रा चचा चआा 
का ज्ञा 
का 
फ्ा का 


यद््‌ ज ओर क ऋण होंगे तो छा जा-छा चा--छा जा -क 
न्‍्य, छा का -- अ>--र होगे जहां रूतत्भ्र, कान्‍्क, यदि अ>र 
ओर क>य से तो 

क-छा जान्न्‍य 

अ्- छा रा>र 

इस पर से यह क्रिया उत्पन्न होती है कि 

य रजभ्र य+क र२+ ख इस समीकरण में दोनों अव्यक्तों के 
 गशुणन फल में व्यक्ताह्डु ख जोड़ कर इसमें ऐसे एक इष्ट- ३ का 
भाग दो जिसमें लब्धि-ल अभिन्न हों। फिर इ+अन्‍्र वा 
इ- आर ओर जल + क-य वा ल-- कन्‍्य । 

. जैसे यदि य र-४ य+१२+२ तो यहां ४-थ्र, ३-क और 

ख-४२ इस लिये अक+ख-8 » ३+ २-१४ । इसमें इष्ट-इ-२ का 

भाग देने से ल-७। इन पर से यजल+क-"७+ ३०१० और 
नई +- अ-२-- ४८६ । 

इष्ठ के वश अनेक उत्तर होंगे । 


प्रकीणक हे ५७६ 
इस पर भास्कर ने यह सूत्र बनाया है :-- 
 आवितं पक्षतोषभीश्ात्‌ त्यच्छा वणो सरूपको | 
अन्यतो माविताझ्लुंन ततः पक्तौ विभज््य च ॥ 
वर्याड्भाहतिरुपैक्यं भक्तेष्टेनेष्ट तत्फले । 
पएताभ्यां खंयुताबूतो कत्तन्यौ स्वेच्छुया च तो ॥ 
वर्णाज्ञो बण योम॑नि ज्ञातव्ये ते विपययांत्‌। 


२६१ । निदिष्ट वृत्त के परिधि पर ५ एक बिन्दु दै 


उसके केन्द्र मान एक ऐवा वृत्त बनाना है जिससे निर्दिष्ट 
चुत्त का दो समान भाग हो जाय | 


कठ्पना करो कि निर्दिष्ट बृत्त आप का है जिसका केन्द्र 
रे ए के 
क ओर ब्यासाड क पत"्ञ | और मान लो कि प केन्द्र से प का 





२० द 


पू८० समीकरण-मीमांसा 


ज्श्र, व्यासाद से ऐसा का गा आ. वृत्त बना जिससे दिए हुए. 
वक्त का समान दो भाग हो गया। का क प काण का चापीय 
मान ष मान लो तो 


का प आ चाप८-२ अ पन्‍न्प, का आ पूण ज्या -- २ अ्रज्याष >- जी 
प्‌ चा--शा, चा गा"-श, , का गा आ चाप > थ ,, का प थ्रा चाप के 
का फल 


आ(ध-- जी)+श जी 


कु 


अनलभाननन, 


अ, (घ, “ जी) + श्जी 
हे 
दोनों चाप क्षेत्रों का फल"-आधा दिया छुआ बृत्त फल 
था श्र 


२्‌ 
_आधध-ज्ा)+श जी +श, जी+अ, घि, -जी) 
र्‌ ह 
>श्र(ध-जो)+श्र, जी+अ, (ध, -जो) 
कम तप टन टन कक कल 
_अ (घ-जो)+अ, ध, 
हर 
- (रेअष- २ अज्याष)+ २ अ ज्यारष घ 
रे 


हि 


का गा श्रा चाप क्षेत्र का फल्न -+ 


न्‍्ञअ (अ ष-अ ज्याष)+ श्र ज्याध $ १ २ अज्या ३ थ (7-५) 
जञ्* [प- ज्याष+ २ ज्यारे ६ ष(7-थ)) 


प्रकीण क ्िः हु 
नजर पषि - ज्याध -+- ( १ - को ज्याष ) (. -- घ) |] डर 
अ_अ' (बघ- ज्याष + #--/ कोज्याष-- ष + ष कोज्याष) 
अप (आ+ष कोज्यष-- # के ज्याष -- ज्याष ) 
ऋूअ रे [क - कोज़्याष (ग-ष)- ज्याष| 
श्र से दोनों पत्तों में भाग देने से ओर हू को घटा देने से 
द -- [कोज्याष (गा - ष) + ज्याष)-> फू (ब) 7२० 


१० वे प्रक्रम से ज्याष (#-णथ)+ कोज्याष - कोज्याष 


का 


. अज्याष(ग - ष)-फ'(ब) पहिले स्थूल मान मान लो कि पष, नव तो 


फू (ष,)-_- १-- ११५७०७६६३२६८- १५० ५७०७६&६३२६८ 


ग 
बर्‌ 
फ्‌(ब,)जशा- 5 नल दे -+ १५७०७६६३२६८ 


१४७ ग्रक्रमस्थ न्यूटन की रीति से . 


था 
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ज्य घ.. 5 €४४४४३४ 


यो ८: ११५७०७६६४२ 
इ + ६"४७००६६३ 
फ(ष, )- “+ ७*००७०७००७ १८८० स्वल्पान्तर स्‍्ले 
इस पर से 


अर अ्शज्याहुरज ज्या(३४,२४',२१“,१//”) 
ह “रेअ »८ '१७६३६७ २५ 


५८७४ समीकरण-मीमांसा 
__ रञझ ५» ५७८४३६४२५_ रेअ % ११ै४८७२८०४ _ शञ्र २ २३१७४५२. 
१०४०७०००००० न ४घ४००००००० क्र 


__२३ १७७४७अ 


7 २४७०००००० 





यही मान टेलर के सिद्धान्त से भी आवेगा। चलनकलन 
का २५ प्र० देखो । 
इसके लिये यह मेरा सूत्र है :--- 
नगश रवेदनगक्ष्मा रामकरे राहता . त्रिभज्यास्वा | 
प्रयुतदयेन भक्ता व्यासदलं स्यात्‌ स्वद॒त्तस्य | 


रद । ऊपर के प्रश्न में यदि प विन्दु के का गा भरा चाप 
से दिए हुए का प आ वृत्त कान भाग हो ता ऊपर ही की 
क्रिया से 


न पर ॥ का ज्याष (7 - ष) + ज्याष । नल्फ (ष 7२० 


ऐसा समीकरण होगा | इसमें पद्विला ष का स्थूल मान: 


. इतना मान कर तब न्यूटन की रीति से असक्ृत्‌ कम करना 
चाहिए | 
यहां यदि तिकोणशमिति से 
सर खरे घर 
कौज्याष उ+२---- +-+ +- द५ 
ज्याप रे श्‌ जे | द्च्‌ 2 छा तक कक 


गधे , गंधण" गषँ 
कोज्याव (7 -- बो ८ 7 -- ++- न ---- ++--.. # **० «०० --- 
है ) २! ४ ६! 


प्रकीण क (८५ 


जज 
लक ह ह सू्‌ न ० । ६4 च्‌ं श्छ 
ज्यापच न यूं अल ने अप बा नै कक कक 254 #$कछ 


शे थी ७ 


बाचु हा वाघुर बाघ 


कोज्याष ( #+-- ष) + ज्याष + का -- न जज लेके ली पर 
पा चूँ. य० यथडै 


क ऋ कक के 9 # + झा भे 


“ “० क नऊऊू ४ 77५ + 
हे शऋाईे! ७ धार! 
तब , थे  कघ यो _7र्षर , यह 
ब्य्ण व +-+ +- २ +>+> ०० नै -.... कमान, नमन... कन्‍निननन 
२! है एव! शआऔश ६ ७५! 


वाखुू. यु 
ह्ः न कक छक्का बकन कक 


हा बा पा, 


इस पर से द 
पी | कोज्याष (था - पं ) + ज्याप | नन्फ(ष कल 9 


था गाय थे काधयं था पराष य* 


न कहे औश शईशं हक! ७४! 
शषत , थे 


आम मिल 2 
झा ६७! 


६ छप 
2 थे 
त्नण(्‌ न २! ४ ६| को ४“ 
>| ह- 4 यु३ यु 
कममन्‍मक ७ पलक. हजइाक _वफखामपा कह # कके '“) 
३ ५२१! ७५४! €&“७! 


खसैसा समीकरण को फेला सकते हो | 


पृद्द ु समीकरण-मीमांस7ा 
अभ्यास के लिये प्रश्न । 


१।२२९१ प्रक्रम की परिभाषा से सिद्ध करो कि 
स॒ (यर-य'र) इसके सब अवलस्पद्दी स के चलस्पर्द्धी होंगे यदि 


हे य 
चल अर्थात्‌ अव्यक्त संख्या बा माती जाय । 


२५। यदि आ,, आ३, आ३ *----भ्रात्त एक ही तद्घरप और 
फ्‌ फय) फय 
९ बुर से ३३ 


फ(य) 
यू पक 
है, दे ३५--- “देत 

फू (य) 5 ० इसके मूल हैं तो सिद्ध करो कि 


त्न्न 
यो आर (य-इ,) ये फे (य) +०० इसका चलस्पर्द्ध 


१ 
होगा । सड्डेत के किये १६७ प्रक्रम का (२) उदाहरण देखो । 


इनके अचलबभ्परद्धी हो जहां सोपान सो है ओर इ,, 





३ । एक ऐसा समीकरण बनाओ जिसमे १+४५६/ -ह३ 
-१/- ६ ये अव्यक्त के मान हो और समीकरण अकरणी 

गत संभाव्य गुणक का हो |... पा 
उ0० यडे - श्श्यर + ७ श्य न्‍ ११श२१य-+- ६९७ ६८:० 


8 । ये + श्य*--श्य' + ध्य + २5०० इसमें अव्यक्त के 
मान बताओ । इतना जानते हैं कि एक मान -२+ “४ है। 


प्रकीणक-..... ५८७ 


५ | थ* + श्पय* + शेप ये + श्परय- प३ --० इसमे य के 
मान बताओ । डउ० समीकरण का रूपानतर (ये +पय+ पर) 
-१९*--प४-० ऐसा कर लो | द 

8 | यर+प,यरे+पय+प३ 5-० इसमें यदिय मान अ,, 
आर ओर अ,२्‌ हो ता (अ३ न अं थ, स्प्रे पर हा (३५ श्ि ब्णे ३ -इ०) 
+ (३, + ३ “इ३) इसका मान बताओ । 

| श्‌ 

७ । यरै -- हे यो - --- है नह आस ० इसको ऐसा बदलों 


श्प् 


जिसमें भिन्नन रहे। मान लो कि मयतनर..यरय इसके 


उत्थापन से 

रे भरे अभर १ 

न अं >.>«+«+ ४४ +--+- - न छ 

प्र -] मरे ३ श्म ३7१२४ 

. अ' से गुण देने से 

थ्ष ७ मे 

रे ..0 - मर -त0?"/-- सर +->दछूद्ध तर 
५ ३२ . डलेगशर 


इंसले स्पष्ट है कि यदि म>६ तो अभिन्न समीकरण 
९ __ १४२ -- १४२+२८-० ऐसा होगा। 
८ । पक ऐसा समीकरण बनाओ्रों जिसके अव्यक्त मान 
-शैयर + ये + ५ य--२५८-८० इसके अव्यक्त मान के हरा 


व्मक मान के तुल्य दो । 
उ'. शभर२-- ४२ - ७9७ २ +-३ २-- १८: ० 


(८८ समोकरणा-मीर्मांसा 


& | एक ऐसा समीफरणोे बनाओ जिसके श्रव्यक्तमान 

ये झ#/ श्य१ + ७ यरे-- १७ य-+- ११७०० इसके अव्यक्त मान से 
संख्या में ७ अल्प हो । द 

उ. ₹*-- ११श३ -- ४३ २ -- ५५र -- ९८८० 

१० | ये -- धश्यर - $८ य* - ३ य+२८ ० इस पर से एक 
समीकरण ऐसा बनाओ जिसमें तीसरा पद्‌ डड जाय |. 

य-२--३, और य-२+ १ ऐसा मानने से तीलरा पद उड 
ज्ञायगा | ह 

११ | एक ऐसा समीकरण बनाओ जिसके अव्यक्त मान 

य* - ये +८ य- ६७ ० इसके श्रव्यक्तमान के वर्ग के 
समान हो । 

डउ. रर -. १५५ २ -- ५२ २--३ ६८ 

१२ । पक ऐसा समीकरण बनाओ जिसके अव्यक्त मान 
यं +मझय  +परय२+...... +पत्त- (य+ १५7० इसके 
अव्यक्त मान के घन के तुल्य हो | 


७ 


ऊपर के समीकरण को 

(पञ+ पशु इयर +पतन्र- दर + "9 +य ( पश्च- ५ + पत्त- ४ य * 
+ ४) कया ( प्ष २ ये पत्र-»ये  +पत्न- «ये + ***) 

-पा+बाय+ता यरे, जहां पा, बा ओर ता य" के फल हैं। 
अब समीकरण में अव्यक्त के मान यददि अं, ,अर३, ... ...अंत् हों तो 
पू्‌ू+बाय+ता य८ (य-अ,) (य-अ्र॑२).-- ... 


(य- भरत), .-- --- (१) 


प्रकीण क प८& 
य के स्थान में घां य, घां' य के उत्थापन देने से जहां घा 
बारे एक के घन सूल हैं 
पा+घा बा य+घारे ता य*55"(घाय- अ, ) (घाय- अ२ ) ... 
(घांय ५० (२) 
पा+घाबाय+घाता यरज5(घाय- श्र, ) (घाप्य - अर ) 
(घाप्य-अ>-) ... (३) 


(१), (२) ओर ( ३ ) को परस्पर गुण देने से ओर 
१५+घा+घारे--० करने से 

पा।+बा'यौ+ताय--३ पा बाता य१८-( य -अ/ ) 
(य३ - अ३) ...(य' - »है) इसमें यदि य*--र तो 

पा +बापर + ता २९-- ३ पा बा ता र१:-(३२-अ, ) 


. अब पा, बा*' और पा बा ता के मान में भी यं' के ध्थान 
में र के उत्थापन से श्रभीष्ठ समीकरण बन जायगा | 


१३ । एक ऐसा समीकरण बनाओ जिसके अव्यक्तमान 

य*-.य९ + स्य' + ३ य+ १५०० इसके अव्यक्त मान के घन 
के समान हो | उ. २९+ १४ रे + ५०२२९ -- ६ र+ १८ ० 

१७४ | पक ऐसा समीकरण बनाओ जिसके अव्यक्त मान 


अय*१+क ये --ख य+गरन-० इसके अव्यक्त मान के घन 
के समान हो । 


व, अररर + ३ (अप्ग+& कर - ६ अक ख) र' 
+ (अगर + €ख -- £ क ख य) १+ गं१- ० 


१५६० समीकरण-मीर्मांसा 


१५ ॥ पक ऐसा समीकरण बनाओ जिसके अव्यक्त मान 
यरे + ध्यर +ध्य+ ४-० इसके दो दो अव्यक्तमानों के 
अन्तरों के वर्ग के समान दो । द 
उ, य* - श्टय* +८ १थ<८ 
१६। यदि अयर ३ अ(य' -+रेअश्य +आ३ 7१० इसके 
अव्यक्त मान ३, इ2 और इ३ हो तो एक ऐसा समीकरण 
बनाओ जिसके अव्यक्त मान 
(इ९ ““ ३२) (इ९ “ ब३ )५ (इ२ ण इ) (३२ “58९ )$ (३३: ट्) 
। ु कहा डर) 
ये हो। उ० र* +- 8 ६8 ४7% 5 का है 
श्र श्रट 
हा और गा के लिये २२३ प्रक्रम का १ उदाहरंण देखे।। 
१५ | यग+समपयरे +मपफ्.यर+म" पय--मरर २० इसमें 
अव्यक्त के मानों को बताओ । उ० मय इससे भाग दे देने से 


य य हु क्‍ ६ 
समीकरण बन जायगा । 


१८ । यदि २ य"+य-६ ८ फ (य) तो बताओ फ (य) 
कब महत्तम वा न्यूगतम होगा । : औ. 


ड, बडे +ौ --- न्यूनत 
जबय 2 तब के (यथय ) म। क्‍ 
१६ | यदि फ्‌ (य ) जशेयरे - १६ य + ६ य३ ८ ४८ य+ ७ 


तो कब इल फल का मान महत्तम वा न्यूनतम होगा । 
उ. यत+४ तो फू (य ) न्यूनतम । 


प्रकीण क ५&१ 

२० | य* + २० य* + ३० य* + १५ ये -- ७य + ६- ० इस्तप्ें 
धवन मान की प्रधान सीमा क्या होगी। ड. २र 

२१॥ य+य* -४ यौ-देयं +३े य+ १८० इसमें एक 


अव्यक्तमान - १ ओर ० के बीच का आसन्नमाना नयन से 
'ले आओ | 


उ.-*२१८४ ६३ 
२२ । अय+३ के यर+३१ ख य+गऊ5 ७० इस्तका झूप 


२१ - खा 5० ऐसा बनाना है । उ. मान लो कि रजञझ +ज, य 
+ ये फिर २३४ प्रक्रम को क्रिया करो | 


२३ | अखंभवों का गुणन, भजन कैसे करते हो | 


श 


ल:: | 
२४ | सिद्ध करो कि यदि न> ००तों हक) २ इसका 
ह ञ्रा 
| शा 
कोई अछ्ू ,०० यह होगा । २४७ प्रक्रम देखो । 
२४ | या «२ पय ४३-३१ य + ४ या -+- णज्या * नूं> ४५ ८:८७ 
बताओ इसमे य के कितने विध मान आवेगे उ. ० बिध | 
. २६। यदि श्र, क, ख, ग,.., ...इत्यादि न खंख्याय हो तो 


ह ( य->क ) ( य-ख ) 
राज करो कि जज जज 


होगे उनका यीग एक के समान होगा। 
यहां फू (प)>०(य-ञअ ) ( य-क ) (य-खत)... ...मान 


लो और ः 


इस तरह केज्ञो नफतल 


५&२ समीकरणश-मीमांसा 


क्ल्व इस्तका रूप खण्ड मभिन्नों में लाकर फू ( य ) से 


खुण दा 


२७। एक समीकरण का जिसमें खर और व्यत्यास दोनो 
है कैले ऐसा रूपान्तर करें जिसमें सब सर ही हो ओर दूसरा 
कैसा रूपान्तर करे जिसमें सब व्यत्यास ही हो । 


( १) उ. धन प्रधान सीमा जान लो कि सी है तो फिर 
यतन्‍-र२+सी फिर ऐला कल्पना कर समीकरण में उत्थापन 
दो तो र के फल स्त्रुप में ऐसा सर्मीकरणं बनेगा जिसमें र का 
कोई धन मान न आवेगा; इसलिये अब इसमें सर ही होंगे । 


) इसी प्रकार सब से छोटी धन प्रधान सीमा सी, हो 
तो य८र--सी, ऐसा मानने सेर के रूप में जो समीकरण 
होगा उसमे र का कोई ऋण मान न होगा; इसलिये सब 
व्यत्यास ही होंगा। 


. श८ | यदि न घात समीकरण का अन्त पद व्यक्ताइू पन्न दी 
आर न विषम खंख्या और अव्यक्त मान सब गुणोत्तर .श्रढ़ो में 
दो तो सिद्ध करो कि अव्यक्त का पक मान ३९/प+ यह होगा 


२६ | सिद्ध करो कि यरेगे -- पयरे7 + ब० इसमें चार भिन्‍न- 


न-त 
सिन्न संभाव्य अव्यक्त मान होंगे यदि( हैं - ) 3 हि 


और तप तब मेँ 
ओर यदि ्ज न्त ( लत). तो उन चारो में दो दो तुल्य 


प्रकीण क ४&३ 


होंगे ओर यदि ( तो कोई संभव मान न 
हेगगा । प ओर ब संताव्य घत खंख्या हैं। उ. समीकरण के 
फू (य) कहो तो फ' (य)> २ न बने! - तप ये गे! इसमे 
(ना । मल 
न २(न-त) 
यदि फृर/ (य)--० तो य८०, बा+ (पर स्ञ्रज, वा 
सर 


( २(न--त) न 


अब ७३ व प्रक्रम से फू (य) में---०० अर, $ 2, हे, ५ न ०0० 
के उत्थापन से 


फ (--०)+ | के (०)७७+, कफ (+००)७+ 
न्‌ त 


फ (अ,)फ (अ२)5( न) “(7) 7 जब 
््ि 


(- 8 नप/7 -) एव ग 


0-)(७"०+-- (४१८३ 


इसलिये यदि 


सर ; 
ठ्(चत्ति न- ध् 
ब<(--) न] त॒ इज 
त*ः»तर क्‍ [2 +», 


8४ समीकरण-मीर्मांसा 
| 
जन तप सब्नले - 
का ध त ( ) ता 
न-त ह 
फ (ञ्र ९) (अर )5 ८ 
फू (--००), फ (ज,), फ (०), फे (अ २)». (००) 
न च्् + पं हद 
इसलिये चार व्यत्यास होने से चार भिन्न भिन्न संभाव्य 
मान--००और अ, ,अ, और ०, ० और अ२, ओर भ्रश आर ०० के 
'बीच में होंगे । और बाते प्रसिद्ध हैं । 
३० | फू (योज्य* +प३ ये + प॥ य+ प४८०इस पर से एक 
< हे हि म_ म 
'ऐला समीकरण बनाओ जिसमें अव्यक्त मान अ,-..5 के, न्टू इल 
चआआज्ञ के हो । 


३१। वसूल निकालने की युक्ति से दिखलाओ कि. 
'य+प, यर्+ १५ ये +प, य+५७८--०इसकोा एक वर्गंसमी 
करण के रूप में ला सकते है यद्‌ प६--४ १, प,+ झप३८० वा 
(प३-४७ प२) प३ +प ८० 

३२ | सिद्ध करो कि य"--॥ अर य --क य+ ख-०इसमें सब 


संभावय मान कभी नहीं होंगे यदि १९+कर' यहं धन संख्या 
हो ते । (स्टम का सिद्धान्त लगाओ) 


३३ । यरै+प, यर--प, य+प५७०दसमें यदि अव्यक्त मान 
अर. क. ख दो तो अरे क+क ख+ख' अर इस अध तद्र प फल 
का मान बताओ | 


प्रकीय क ५४५ 


उ यदि अप्क+क अ+ ख * अ्र-सा तो 


सा सा_ १ १ 
(अकु8) परू खक + क्रझ्म * अश्् 0 आए 
१६३ थे प्रकम से 
३ प३--प५ प १ 
3 रत मम मन 
पे अप्क कअथ्र क्‌्प्ख 
हू ₹ __१२ 


अब मसल गलत का पल सकल “वस्तु +<5 
खक ख'शआ अप्ख 


दोनों के अन्तर से 








(रेप ३ ज-पश्प५)->सा_ १ र्‌ २ 
 पह अप्क कपष्स सखप्च 


ग्ोर स|ज्ञ् *क -- क "ख-- ख रेअ 

दोनों के गुणन से 

पर पपर पर सास दम न क के 
प्‌ पु 








१५ १४३४. 
डे ध्र्पु रै कप स्वर 


&पश/+षह प/६+११....६ प,प.प 
वर लत मनन जाए १,प२प४७ लेद्‌ का जड़ा देने स्ने 
डे ५ 
ओर पत्तान्तरानयन से 
+पई ) यह वर्गसमी कर ण हो ज्ञायगा | 


|| 
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३७छ। २-६ य*+११ ये -- ६७० इसमें यदि अध्यक्तमान 
» कझछोरख हो तो अरे क+करे ख+खरे अ इस का मान 
बताओ । लउ० २३ वा २५! 


३3५ | ऊपर के समीकरणोे मे सिद्ध करों कि यो अरेक--४८ 


३६ । सिद्ध करो कि फू (7) यह यदि यका अकरणीगत धन 
फल हो तो फू (१) --०, और फ्' (य)--० इन दोतों में से एक 
समीकरण में अवश्य एक अव्यक्त मान संभाव्य संख्या होगा । 


न नें> ९ जन्न॑--२ ५ 
ड० मान लो कि फू (योज्य+प,य+परेय-+प तों यदि 
न विषम होगा तो २३ वें प्रक्रम से कम से कम फू (य)७० इस 
में एक संभाव्य मान होगा ओर यदि फू (य) में + विषम न 
ह। तो फ! (य) मे न-१ यह विषम होगा; इसलिये तब 
फ' (य)>० में २३ वे प्रक्रम ले एक संभाव्य मान हेोगा। 


क्‍ ला क्‍ हि 
३७० | यदि फू (य)ल्‍य - २ ओर ' फ्य) 5-० इसमे अव्यक्त 

मान अ; क, ख़,'* है| तो दिखलाओ कि 
नयी १ १. (४ 


ये है य- श्र य-क  ग-सख 








रेण | उन दो राशियों को बताओ जिनके घात में छोटी 
राशि का जेोड़ कर आधा करने से उसका पूरा पूरा घन सूल 
मभिल्ल जाता है| देनो राशियों के येग और अन्तर में दे दे। 
जोड दें तो उनका पूरा पूरा वग मूल मिल जाता है। राशियों 
'के बर्गोन्‍्तर में आठ जोड़ दे ते इस का भी पूरा वग्सूत्क 


प्रकीण क ५७६५ 


मिलता है, राशियों के वगगयेग का भी पूरा बर्गंसूल मिलता 
है ओर इन पांचों सूलों का ये।ग २४ होता है। 
उ५०् दे ओर पट 
३&। उस देनों राशियों का बताओ ज्ञिनके येग और 
'वियेग में तीन मिला दे तो उनका पूरा पूरा वर्गंसूच निकल 
आता है। दोनों के वर्ग योग में चार घटा दे' ते उश्चका परा: 
बर्गंसूल मिल जाता है। दोनो के वर्गान्तर में बारह जोड़ दे” 
तो डखसका भी प्रा वर्गमूल मिलता है | देनों के घात के आधे 
में छेटटी राशि का मित्ा दे' ता उसका परा घनमूत्त मिलता है 
ओऔर पांचे। सूलो का येग २३ होता है । 
जु७ ६ ओर ञ 
४० | उन दोनों राशियों का बताओ जिनके चाग और 
अन्तर का परा पूरा वर्गमूल निकले, वर्गान्‍्तर का भी परा वग- 
सूल मिले, वर्ग योग का आठ मिलाने से पूरा वसूल मिले, 
दे।नों के घात में छोटी राशि के घटा कर आधा करे ते इसका 
घनसूल मिले ओर पांचों सूलों का येग १६ है। 
उ० ७ ओर ५ 
४१ । वे दोनों अभिन्‍न राशि कान हें जिनके येग में उनके 
घात और वर्गयेग के मिला कर वर्गसूल ले उस में उन्हों 
देनों राशियों का मिला दे' ते २३ हे । 
उ० ७ ओर ५ 


४२। दश हाथ व्यासाध के वृत्षक्ेत्र की परिधि पर एक 
खू टे में एक रस्सी से एक घोड़ा बेधा हे ओर ठीक आधे खेत 


प्‌&८ .. समीकर णु-मीमांसा 


को घास को चरता हैं । बताओ जिस रस्सी में घोड़ा बँधा हैं 
- उसकी लम्बाई कितना हाथ है । 
उ० ११५८७ «८५ 


४३ | ऊपर के अ्रश्न में जिस खूटे में घोड़ा बँधा है उस 
से छ राशि के अन्तर पर परिधि ही के ऊपर एक दूसरा खू टए 
है जिसमें एक गाय रस्सी से बँधी है वह भी ठीक आधे खेत 
की घास चरती है। बताओ दोनों के चरने से कितना खेत 
बाकी बचा । 

उ २५-४५५ वर्ग हस्त । 


यह बीज बीज विचारि जो डर धारि हैं घरि घीरतां । 

वर वासना विधि वारि डारि निकारि अन्लूर धीलता ॥ 
निजञ्ञ खुमन सो बहु खुमन पाय से। घधीर यश धन धी लहेै/ 
राखत नरेश छुचाहि तेहि भाखत खुधाकर धीर है ॥ 
उनइस से अरु चौवन संवत मास | 

सित शुचि दुृइज गुरू दिन भयेड प्रकास ॥ 

तेहि संचत सित कातिक दशमी गुरू दिन । 

चूरन कियेड सुमिरि सिय-पति-पद्‌ छिन छिन ॥ 


इति श्रीकृपालुदत्तात्मजसुधाकर दिवेदिक् ता 
समीकरण -मीमांला सम्पूर्णा । 
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